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RECHERCHES 



SUR LA 



CRISTALLISATION DES SOLUTIONS SURSATURte, 



Par M. D. GERNEZ. 



DEUXlilME MfiMOIRE. 

£TUDE EXPfiRlMENTALE DE PLUSIEURS CAUSES AUXQUELLES ON A ATTRIBDfe 
LA CRISTALLISATION DES SOLUTIONS SURSATURfiES. 



I . — Rdsumd du Memoire prdcddent. 

Dans UD premier Memoire, consacre specialement a Tetude des so- 
lutions sursaturees de sulfate et d'acetate de soude, j'ai demontr^ que 
le phenomene de la cristallisation subite de ees solutions, consid^rees 
entre des limites determinees de temperature, dans Texplication du- 
quel on avait fait intervenir tantot la vapeur d'eau, tantdt Tair atmo- 
spherique, ou bien une matiere ineonnue ou encore un etat particulier 
des vases de verre qui les contiennent, ou meme une force catalytique, 
doit 6tre attribue au contact d'un cristal identique. k ceux qui se 
deposent pendant la solidification subite de ces solutions, ou tout au 
moins isomorphe de ces cristaux, ce cristal pouvant du reste avoir des 
dimensions aussi petites qu'ou voudra. J'ai fait voir en meme temps 
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lO D. GERNEZ. 

que les particularites capricieusej que presentent surtout les solutions 
sursalurees de sulfate de soude en presence de Tair tiennent a Texis- 
tence dans Tatmosphere de parcelles de cette substance. J*annonQais 
de plus que les solutions sursaturees quelconques presentent, avec 
des differences de detail, des proprietes analogues a celles qu*offrent 
le sulfate et Tac^tate de soude. 

II. — Apergu historique relatif aux reclamations de M. Ch, VioUette. 

Ces resultats furent attaqu^s a di verses ^poques par des savants 
dont je me propose de discuter les travaux dans le present Memoire. 
Je crois ulile, avant d'aborder cet exanien, de revenir sur un incident 
qui s'est produit a Toccasion de la publication de mon Memoire dans 
les Annates de l'6cole Normale, i^ s^rie, t. Ill, p. 167. M. Pasteur avail 
juge utile de le faire preceder d'une Note historique dans laquelle il 
donnait connaissance d'une Correspondance qu'iUavait echangee de- 
puis 1 863 avecM. Gh. YioUette, qui Tavait consul te sur des experiences 
relatives au sulfate de soude; il annon^ait, de plus, qu'il avait conseille 
a ce savant de prendre date, soil par un paquet cachete adresse k I'Aca- 
cademie des Sciences, soit par une lecture faite k la Societe des Sciences 
de Lille; et il jugeait que M. Ch. Yiollette, ayant neglig^ de suivre ce 
conseil, avait perdu ses droits k la priorite. De mon cdte, en effet, a 
la suite d'experiences faites au lycee de Dijon et au laboratoire de Tal- 
may, que M. Thenard avait gracieusement mis a ma disposition, j'etais 
arrive aux resultats que j*ai rappeles plus haut et que j'avais adresses 
a M. Pasteur avec priere de les presenter k I'Acad^mie. Yoici comment 
M. Pasteur s'exprime a ce sujet : 

« Lorsque M. Gernez me fit part, au mois de mars i865, de la con- 
clusion tres-pr^cise a laquelle il etait arrive sans rien connaitre des 
travaux de M. VioUette, je crus devoir ecrire a ce dernier qu'une per- 
sonne, dont je ne lui donnais pas le nom, m'avait prie d'etre son in- 
terprete aupres de TAcademie, pour la publication de resultats inte- 
ressantssur les dissolutions sursaturees, et, sans rien confier a M. Yiol- 
lette de la nature de ces resultats, je Tengageai a m'adresser une Note 
sur le meme sujet, que je communiquerais ^galement k I'Academie. 
En agissant ainsi, j'ai imite ce qui se passe a T Academic toutes les fois 
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qu'uii Membre s'empresse de donner connaissaiice de fails qui lui onl 
ete aononces contidenliellemenl, s'il arrive qu'une personne tierce 
vienne a publier occasionnellement ces memes fails ( ')■ > 

Ainsi, au mois de mars i865, epoquea laquellej'elais arrive a une 
conclusion Ires-precise que j'adressais a rAcademie, M. Pasleur me 
proposait d'atlendre, puur la presentalion de mon iravail, que M. Cb. 
Viollelle ful prel a publier le sien. J'avais bieo evidemmeiit le droit de 
faire coooailre sans retard mes experiences, qui auralent eu ainsi une 
priorile incontestable ; mais je m'en suis rapporle pleinement a M. Pas- 
teur, et j'ai altendu, pour les publier, jusqu'a la fin du mois suivant 
{24 avri! i864}. que M. Cli. Viollelle fiit en mesure de communiquer 
son Iravail. 

Je pouvais raisonnablemeut esperer que eel acte de bonne confraler- 
nile el de deference pour un savant plus age serait accueilli Ires-favo- 
rablemenl par M. Ch. Viollelle: on va voir ce qu'il m'a vatu. Mon Me- 
moire sur le sulfale el I'acelate de sonde ful insere dans le tome HI 
des Annales dc I'Ecole Normale; immediatenienl apres ful iinprime celui 
de M. Cb. Viollelle, dans lequel il n'esl question ni de la Note histo- 
rique de >!■ Pasteur, dont M. Cb. Viollelle reconnait pourtaut avoir eu 
communication en epreuve, ni de reclamations relatives a mon Me- 
moire : ce n'esl que I'annee suivante que M. Ch. Viollelle revint sur 
la queslioa de priorile dans une brocbure ('), dont j'ai eu seulemont 
counaissance lors d'une distribution abondanle qui en a ete faiie par 
son auteur a la session de I'Associalion frangaise pour ravanccmenl des 
Sciences, tenuc a Lille au mois d'aoiil 1874- 

Dans eel ecrit, qui n'a pas les allures el le calme dea discussions 
scienlifiques ordinaires, I'auteur ue s'en rapporte plus a M. Pasleur sur 
la question de priorite, mais il parle beaucoup de ses experiences de 
i860, grand travail en quatorze cbapitres dont j'aurais donne un re- 
sume I aussi inexact qu'infidele • dans I'hislorique que j'ai insere au 
commencement de mon Memoire. Je feral remarquer que M. Cb. Viol- 
lelle n'a jamais public que le programme de ce grand travail, et que, 




( ' ) Jnnales scienlifiques de I'Scote Normale, i" s^rie, I. HI, p. iGij. 
(') iiudes sur la tursaturaiion, par H. Ch, Viollette, proIesseuT-adjoint de Chiraie k 1e 
ftcullfi dea Sciences de Lille; Lille, 1867. 
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dans le resume que j'en ai donne, j*ai scrupuleusement introduit Teuonce 
textuel des seules conclusions qui s*y trouvent formulees. Je ne rentre- 
rai pas, du rcste, dans la discussion de ces experiences de i860, car 
M. Gh. VioUette a desavoue depuis celles qui sont inexactes; et, pour 
ce qui est des autres, il est infiniment probable que, si elles avaient 
suffi k donner des conclusions precises, M. Ch. VioUette n'eut pas at- 
tendu cinq ans et Tappel reitere de M. Pasteur pour les faire connaitre. 
Je n'examinerai qu'un paragraphe de Tecrit de M. Ch. VioUette, qui 
est pour le moins extraordinaire : c M. Gernez, dit-il, pour des rai- 
sons qu'il connait sans doute, a prefere prendre une autre attitude; 
il etablit une confusion entre mes resultats de i860 et ceux de i865; 
il rejette les faits que j*ai publies en 1860 parce qu'Us n'ont pas re^u 
une publicite suffisante; il considere comme non avenus ceux qui sont 
publies dans les Comptes rendus de V Acaddrrde^ et, pendant que mon 
Memoire est depose a Tlnstitut, attendant le jugement de la Commis- 
sion, il repute des experiences consignees dans ceMemoire,publiees dans 
les Comples rendus de VAcaddmie^ et les fait paraitre dans son Memoire 
insere dans les Annates de I'^cole Normcde en son nom et comme etant 
sa propriete. > Ces accusations sont injustes; il y a plus, elles ne sont 
pas serieuses : en effet, le Memoire que j*ai public dans les Annates de 
V&cote Normale etant le developpement des experiences qui faisaient 
Tobjet de ma Note du 24 avril i865, je n'avais evidemment le droit 
de parler dans Thistorique de la question que des experiences publiees 
anterieurement a cette date, c'est-a-dire, en ce qui concerne M. Ch. 
VioUette, des experiences anciennes de i860. Comment ce savant peut- 
il serieusement me le reprocher, lui qui a fait exactement la meme 
chose en ne citant pas seulement mon nom dans son Memoire, ce dont 
je n'ai, du reste, jamais songe a me plaindre? Le reste est aussi leger : 
M. Ch. VioUette n'hesite pas a affirmer que j'ai public en mon nom et 
comme itant ma propriety des experiences consignees dans le Memoire 
presente par lui a TAcademie le 24 avril i865; mais comment aurais-je 
pu avoir connaissance de ces experiences? Est-ce par la Note qui a 
paru sous son nom dans le Compte renduy le meme jour que la mienne? 
Mais cette Note est un enonce de resultats, elle ne contient pas la 
moindre description d'experiences. Est-ce par une Communication ul- 
terieure et comprise entre cette date du 24 avril i865 et la publication 
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de mon Memoire? Mais, dans cet inlcrvalle de lemps, voici ce qui s'esl 
passe, et c'est un point assez interessant & conoaitre : les resultals aux- 
quels j'elais parvenu, qui comprenaient tous ceux annonc^s le mSmejour 
par M. Ch. VioUette, furenl attaqucs par des Membres de I'Academie et 
par divers autres savants, entrcautres par un chimiste eminent de Lille, 
bien connu de M. Ch. VioUette. Je repondis immediatement aux ob- 
jections qui me furent failes en generalisant mes experiences, je si- 
gnalai les causes d'erreur qui avaient pu egarep mes contradicteurs. je 
donnai I'explicalion de certains phenomenes dcja observes, et je fis 
connaitre des resultals nouveaux; c*est a nion avis la seule maniere 
s^rieuse de faire qu'une poleinique qu'on est oblige de subir ne soit 
pas sterile ('). Aussi I'opposilion que mes experiences avaient rcn- 
contrce cessa peu a peu, et mes resultats Turent assez generalemeut 
adoptes en France. Cependanl M. Cb. VioUette se taisail, et, conime 
depuis il n'a jamais rien ajoute aux Taits qu'il avail annonces, je n'ai 
bien evidemment pu, dans cette periode, rien lui emprunter. En 1866, 
mon Memoire parut dans les Annates de I'Ecole Normale, I. Ill, p. 167 ; 
celui de M. Clt. VioUette i'ut imprime dans une livraison suivante; je 
n'ai done pu en prendre connaissance que lorsque le mien etait en- 
tiferement publie, de sorte que non-seulement je n'ai rien pris a M. Cb. 
VioUette, mais je ne pouvais rien lui prendre. J'ajouterai une remarque 
importante dans cette discussion, c'est qu'en lisant le travail de M. Cb. 
Viollelle j'ai eprouve un sentiment de surprise qui sera, je pense. 
partage par lous ceux qui liront nos deux Memoires et qui pourraient 
s'attendre a y trouver des ressemblaiices : c'est qu'en effet, bien qu'ils 
conduisenlaux m^mes resultals, lout y est diRerent : melhode, series 
d'experiences, appareils et experiences de conlriile avec une sub- 



I ' ) Voici leB litres des diversea NoLes que j'ai communiqu4es a rAcaddmie daos celie pe- 
riode : 

Nouvellrs etudes sar les dissolutions swsaturecs {Ctimptcs remlas, t. LX, p. 1017, i5 mai 
i865); 

Sur les causes d'erreur que presente Vetude dct dissolnlions stirsatiirees ( Compfei ren- 
«/«M, t. LXl, p. 71, lojuillet 1865); 

AdiUlions it des Nnies prieedentcs sur la cristaUisation des solutions sursaliirees [ Cimifilct 
renttus, I. LXl, p. aSg, 1 j aoAt i865]; 

Sur les solutions sursaUirees {Cnrnplrs rendas, t. LXI, p. B47, ij novembre l8fi5). 

Surles pk^nomines de sttrfasion{Comi>tes rendus.l. LXIU, p. ai?, 3o juillel 1866). 
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Stance autre que le sulfate de soude. II y a plus, si Ton s'en tient aux 
experiences decriles par M. Cb. VioUette, les conclusions qu'il en tire 
ne s'imposent pas malgr^ leur exactitude, et c'est peut-etre k cette cir- 
constance qu'il faut attribuer le pen d'empressement que Tauteur dit 
avoir mis k les faire connaitre. 

C'est ainsi que tombent, pour ainsi dire d^elle^mSmes, les imputa- 
tions de M. Ch. VioUette. 11 me reste maintenant h. demander pardon 
au lecteur de m'Stresi longuement etendu sur des considerations aussi 
personnelles. Je I'ai fait surlout pour montrer aux jeunes savants com- 
ment il peut arriver qu'on soit accuse de plagiat par des personnes 
envers lesquelles on n'a eu qu'un seul tort, celui de leur donner. tout le 
temps necessaire pour qu'ellespuissent partager le merite de la decou- 
verted'unresultatnouveau qu'on etaitendroitdeseconserver tout entier. 

Je vais maintenant aborder, k un point de vue purement experi- 
mental, la discussion des travaux les plus importants qui ont ete pu- 
blics en opposition avec les r^sultats que j'ai fait connaitre; j'indi- 
querai en meme temps les experiences que j'ai entreprises pour lever 
.les objections qui m'ont ete faites et je donnerai quelques details sur 
les resultats nouveaux auxquels je suis parvenu, et qui peuvent etre 
consid^res comme une consequence ou une generalisation de mes pre- 
miers travaux. 

III. — Origine du sulfate de soude de r atmosphere. 

Je dois d'abord donner quelques details sur I'origine du sulfate de 
soude doDt j'ai demontre i'existence dans i'atmosphfere. J'ai attribue 
la production de cette substance a Taction qu'exerce sur le sel marin 
Tacide sulfurique provenant de I'acide sulfureux qui est diverse dans 
I'atmosphere par la combustion des matieres sulfurees et qui se trans- 
forme en acide sulfurique au contact de Tair bumide. Pour donner 
une idee de la quantite d' acide sulfurique que Ton peut rapporter k 
cette origine, je rappellerai les resultats d'un calcul fait par M. Lepiay 
en 1861. Suivant les appreciations de ce savant ing^nieur, le soufre de- 
gage chaque annee dans les usines du paysde Galles par la combustion 
des pyrites represente une valeur de 5 000 000 de francs; il se perd 
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annucllement dans I'air environ 46000000 de kilogrammes de soufre 
qui inlroduisent dans I'aiinospliere 92000000 de kilogrammes d'acide 
sulfureux, representant i^i 000000 de kilogrammes d'acide sulfurique 
monohydrate (' ). 

Si Ton ajoute »ux produits de la combustion des pyrites ceux des 
lioiiilles pyriteuses el les emanations volcaniques, on arrive a un total 
assez considereble pour rendre compte de la quanlite d'acide sulfurique 
neeessaire a la production du sulfate de sonde. D'un autre cote, si Ton 
reflechit que la particule la plus tenue de sulfate de soude sulOt pour 
qu'on puisse en manifester la presence a I'aide d'une solution sursa- 
luree de cette substance, on pourra fatilement admeltre ia dissemina- 
tion du sulfate de soude dans I'atmospbere. 

IV. — Action pretendue des solutions elendues stir les solutions 
sursaluries. 

J'examinerai en premier lieu les experiences publiees par M. Jeau- 
nel ('). Dans un [iremier Memoire, ce savant attribue la cristallisation 
subite des solutions sursaturees k des causes purement physiques : je 
vais passer en revue quelques-uns des points sur lesquels repose eelte 
conclusion. D'abord il afllrme que la solution ordinaire d'un sel fait 
crislalliser sa solution sursaturee. Cette proposition est en conlradic- 
lion avec une experience par luquelle La'wel montre qu'un jet d'eau 
lance dans uoe solution sursaturee ne la fail pas crislalliser (' ), et avec 
le procede que j'ai donoe pour conserver a Tair une solution sursaturee 
contenue dans un ballon, procede qui consistea deposer avec precaution 
une mince coucbe d'eau a la surface de la solution qui rempllt le ballon 
jusqu'a la naissance du col. II ne serait pas neeessaire d'instituer des 
exp6riences sp^ciales pour demontrer qu'une solution sursaturee ou 



[' } Wagneb, Chimii: iniliLstriclle, 1. 1, p. 364- 

{') Ritetien-hn nar les foliilinnt snlines sursaluries, par le D' leannel ( Camples readits, 
I. LXl, p. 412, 8 Beptembre i865). — Annates tie Chimie el de Physique, i,' efirie, I. VI, 
p, 166, octobre i865, el Ballelia des Iravau-x de la Sociele de Pkarmacie de Bnrdeaux. 
i865, p. 99. 

I') Ol/serpiilinni iiir la sursaliiratioa des dissolutions salines, par M. Henri Lcewel {An- 
naiei de Chimie et de Pliysi/fiie, 3' Bene, I. XXtX, p. 6a, i860). 
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non ne provoque pas la cristallisation d'une solution sursaturee : il 
suffit de coosiderer ce qui se passe dans tout ballon ou Ton a fait 
bouillir une solution sursaturee. Pendant le refroidissement, la vapeur 
d'eau condensee sur les parois superieures du ballon descend peu a 
peu vers la solution, et, comme elle a une densite moindre, elle se ras- 
semble en une couche mince a sa surface, et y forme une solution non 
saturec parfaitement visible et qui ne se melange qu'avec une extreme 
lenteur avec le liquide sursature, mais qui n'en provoque jamais la 
cristallisation. Du reste, si Tassertion de M. Jeannel etait exacte, il 
serait impossible de deplacer une solution sursaturee sans la faire 
cristalliser; car au moindre mouvement le liquide vient au contact des 
parois qui sont toujours plus ou moins humides, et par suite se me- 
lange avec une solution non sursaturee. 

. Devant Taffirmation de M. Jeannel, j'ai cru cependant devoir repeler 
son experience, et, comme il I'indique, j'ai fait tomber dans une so- 
lution sursaturee de sulfate de sonde une solution meme saturee de 
ce sel jetee sur un filtre, et s'ecoulant par la douille d'un enton- 
noir : le melange des deux liquides s'est effectue sans provoquer la 
cristallisation; il m'a suffi, pour reussir Texperience, de laver au prea- 
lable la surface exterieure de Tentonnoir avec de I'eau distillee. 

Des experiences analogues, faites avec des solutions d'alun, de sul- 
fate de zinc et d'acelate de plomb, m*ont donne les memes resultats. 

V. — Influence pritendue de la grandeur de la surface des parois 
en contact avec le liquide sur la cristallisation. 

M. Jeannel attribue ^ la surface plus ou moins considerable des pa- 
rois en contact avec le liquide une influence sur la cristallisation. Ainsi 
une petite quantite de liquide etal^e sur une surface tres-grande de 
verre n'y cristalliserait plus. J'ai dejk fait voir directement (*) que 
dans des tubes de verre dont la surface avait et^ rendue :2o et 3o fois 
plus grande, par Tintroduction de fragments de verre, les solutions 
sursaturees de sulfate de sonde se comportent de la meme maniere, 
quel que soit le rapport de la surface baignee par la solution k la quan- 



(' ) Annates de i^£cole Normale sup^rieure, i^ s^rie, t. UI, p. aoa, 
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tile de licjuide. 11 n'y a done pas lieu de siipposer que les parois exer- 
cent sur le sel dissous une attraction particuliere qui retarderait ou em- 
pfcherait la cristalUsation. 

J'arrive a la questioQ de I'lDfluence des poussieres atmospheriques : 
il resulle de mon premier Memoire que les solutions des substances dont 
il n'existe pas de parcelles en suspension dans r atmosphere peuveni y sojour- 
ner indejiniment sans cristalliser. 

Des ballons eontenant de i'alun, du sulfale de zinc, de I'acetate de 
plomb, crislalliseiit, suivanl M. JeaDnei, • tres-peu de temps apres 
qu'on les a decouverts, dans des lleux oil il csl alisurde de supposer que 
peuveot volliger des parcelles dn ces diEFereuls sels • . Relalivemenl a 
la solution sursaturee d'alun, j'ai annonce ( ' ) qu'elle peut rester long- 
temps dans des vases ouverts sans cristalliser; j'ai conserve a la cam- 
pagne des ballons oil cetle solution est restee liquide plus d'un mois. 
li n'en est pas de menie dans les lieux habites et les laboratoires, oil 
celte substance se rencontre souvent, soil qu'on la dissemine pendant 
les manipulations auxquelles on !a soumet, soil qa'elle provienne de 
diverses sources, par exemplu des operations de la teinlure, ou qu'elte 
resulle de Taction de I'acide sull'urique atmosplierique sur les elements 
alcatins el terreux du sol. 

Les autres solutions dont il s'agit se conservent bien plus long- 
temps; j'ai di'ja sij;nale celles d'acetale eld'hyposullite de soude, que 
j'ai gardees, ponilant plus de six mois, dans des ballons ouverts a 
eol incline, sans qu'il y eilt crislallisalion. J'ajooterai que les solu- 
tions de sulfate de zinc et d'acetale de plomb soul dans Ic mcmc cas; 
mais il Taut pour cela qu'elles ne soienl pas refroidies au-dessous 
des liiniles oil cesse la sursaturation ; c'est ainsi que la solution sur- 
saturee d'acetate de plomb se solidiiie torsque la temperature descend 
au-dessous de i3 degres. 

Enfin, conlrairement aux asserlions de M. Jeannel, le contact d'un 
corps solide sec ou liumlde ne determine jamais la cristallisafion, a 
moins qu'il n'amene dans la solution sursaturee une parcelle identique 
aux cristaux qui se produisent lorsqu'elle cristallise subitenient, ou 
tout au moins UD crista! isomorpbe. 

(') Cvmptei rentlut, t, LXI, p. 73. 

Jnn.dcfic. Natmale. i' Serie. Tome V.-Jaiheh iS;6. 3 
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Aiosi les assertions presentees par M. JeanneU en opposition avec ies 
resultats que j'ai annonces, sont en contradiction avec I'experience. 
Avant d*aborder la discussion d'uu second Memoire du meme auteur, 
je crois devoir rappeler que j'avais signale en detail les causes d'erreur 
que presente I'etude des solutions sursaturees et qui rendent souvent 
les experiences illusoires; j'avais indique particulierement avec quelle 
facilile un observateur, meme soigneux, dissemine autour de iui les 
petits cristaux dont il s'agit, surtout lorsqu'ii opere sur des substances 
efflorescentes, cristaux dont ie seui contact sufBt pour provoquer la cris- 
tallisation des solutions sursaturees de meme nature. J'avais fait voir 
qu'en prenant toutes les precautions possibles je trouvais toujours du 
sulfate de sonde dans les lieux habites, plus rarement de Falun et de 
Pazotate d*ammoniaque; mais nuUe part je n'avais admis qu'il y eut, 
d'une mani^re normale, en tons ies points de i'atmosphere ni meme en 
queiques points, des cristaux de toutes les substances en nombre con- 
siderable dont on pent preparer des solutions sursaturees. C'est la une 
assertion que M. leannel a eu la leg^rete de produire sous mon nom, 
dont il a fait un systeme qu*il a decore du nom de PancristaUie atmo- 
sphSrique^ et qu'il a combattu fort serieusement (* ). Non-seulement je 
n'ai pas affirme i'existence normale dans Tatmosphfere de toutes les 
substances cristallisees, mais j'ai demontre que les solutions sursaturees 
d*acetate et d'hyposulfite de sonde et une foule d'autres peuvent Stre 
exposees aux poussiferes de Tatmosphfere sans presenter le phenomene 
de la cristallisation subitc. 

VI. — Explication des effetsde V ii^aporation sur les solutions sursaturees. 

II est un phenomene qui semble a M. Jeannel etre en contradiction 
formelle avec les faits que j'ai etablis : c*est qu'une goutte d'une so- 
lution sursaturee donne par I'evaporation, soit spontanement, soit sous 
I'influence de la cbaleur, des cristaux tout differents de ceux que de- 
termine Ie contact de la solution par une parcelle cristalline du sel 
dissous. Comment se fait-il, par exemple, qu'une goutte d'une solution 

{ ' ) B/ouvelles etudes sur les solutions salines sursaturees et critique de la PancristaUie, 
par le D*^ Jeannel (Comptes rendusyX. LXU, p. 87, a Janvier 1866, et Bulletin des travaujc 
de Ift Society de Pharmacie de Bordeaux , i865, p. 167). 
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de sulfate de soude abandonnee a i'evaporation sur une lame de verre ne 
donne pas les memes crislaux que ceux qui se deposeni dans un ballon 
expose a I'air libre? C'est ce que nous ailons expliquer. Si, an lieu 
d'une goutte de liquide, on evapore a I'air, sur une lame de verre, la 
merae quantile de liquide etalee en couclie trea-mince, elle presenters 
k I'air une grando surface, et il y aura beaucoup plus de chances pour 
qu'une parcelle de sulfate de soude a loUO en provoque la cristallisa- 
tion a la maniere ordinaire. II arrivera souvent, au contralre, qu'un 
crista! de sulfate de soude ne tombe pas sur une goutte isolee. laquelle 
ne presentera pas alors le phenomeue de la crislallisalion subile. 

Dans le cas oii la couche liquide n'esl pas rencontree par une parcelle 
cristalline de la substance dissoute, 11 peut se produire un fait remar- 
quable a la fois, parce qu'il est constant et parce qu'on I'observe en 
employanl un grand nombre de solutions sursaturees : la solution eta- 
lee sur une surface relativement grande se concentre par evaporation 
si Pair n'est pas humide, devient rapidement sursaturee si elle ne I'etait 
pas, et elle se trouve bienlot ii la fois asscz concentree et assez froide 
pour donner lieu a la production spontanee de cristaux d'un hydrate 
de sulfate de soude different par son aspect et sa composition de I'hy- 
drate ordinaire a loHO et dont la formule est NaOSO' 7HO. Get hy- 
drate, mis au contact de la solution sursaturee, n'y determine jamais la 
formation de cristaux a toUO; il peut au contrairc, comme nous le 
verrons plus loin, si la solution est suffisamment concentree, faire 
naitre des cristaux a 7HO ( ' }. 

II en est de meme pour la solution d'atun que Ton abandonne a I'eva- 
poration, ctqui n'eslpas touchee par un cristal d'alun ordinaire; elle se 
concentre peu a peu, assez pour abandonner des cristaux moins hydrates, 
qui se produisent aussi spontanement dans les solutions concentrees. 
L'acetate de soude etle sulfate de magnesie se comportcnt de la meme 
maniere. Ce sonl des cristallisations de ce genre que M. Jeannel a obte- 
oues en evaporant des gouttes liquides prescntant a Pair trop peu de 
surface pour etre facilement rencoutrees par des poussieres cristallines 

(') On peul done, conlrairemenl k une assertion de M. Ch. Viollette [Annalei de l'£cole 
Normtile, i" S6rie, [. Ill, p. at3) facilement observer la production de ces crislaux a fair 
libre, i la seule coodilioQ d'op^rer, par eiemple, bors des habitations et, en gdn^ral, des 
lieux oil les parcelles de sulfate de soude ne sont pas abondammeDt diss^roin^. 

3. 
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de mSme nature, qui en provoqueraient la cristallisation subite. Ce 
quel'auteur n'a pas aper^u, c*est que ces solutions, qui se conservent 
indetiniment liquides dans Tair humide, lorsqu'on les protege de la 
chute des poussieres de meme nature, donnent dans Tair sec des cris- 
taux qui sont, comme je viens de Texpliquer, diflerents par leur com- 
position de ceux qui prennent naissance lors de la cristallisation subite 
de ces solutions. On voit done par la que, parmi les experiences de 
M. Jeanne! , celles qui sont exactes s'interpretent tres-facilement et 
ne presentent aucune contradiction avec les resultats que j'ai annonces 
et qui ont ete depuis assez g^neralement adoptes en France. 

VII. — De r action pritendue des lames minces liquides sur les solutions 

sursaturdes. 

\^ CAS DBS SOLUTIONS GONGENTRfiSS. 

En Angleterre, M. Tomlinson, Membre de la Societe royale de Lon- 
dres, fit paraitre sur les solutions sursaturees une serie de Memoires an- 
nongant des faits qui etaient en opposition complete avec mes expe- 
riences. Je citerai, par exemple, le faitsuivant: on depose une goutte 
d'huile fixe ou volatile k la surface d'une solution sursaturee de sulfate 
de sonde. Si eiles'etale en couche mince, il v a cristallisation; si elle 
prend la forme d*une Icntille, il nW a pas cristallisation; mais si, par un 
choc particulier, on ecrase les globules sur les parois, il y a cristallisa- 

\ tion (*). Dans un Memoire ulterieur, I'auteur essaye de rattacher ce fait 

a Tadherence plus ou moins grande des corps sur la solution; suivant 
lui, < un corps purifie adhere au sel plus fortement que la partie li- 

j| quide, et il en resulte une separation (^) >. II se propose de demontrer 

€ qu*une substance active est celle qui est souillee d'une matiere etran- 



(' ) 0/1 the motions of certain liquids on the surface of water, by Ch. Tomlinson (Philos, 
Mag,, 4* s^rie, I. XXXIX, p. 3a, 1870). — On supersaturated saline solutions, by Ch. 
Tomlinson (Philos. Transact, for 1868, p. GSg, et P/u'los. Mag., 4« s^rie, I. XXXVI, 
p. aaa et a4i, 1868). 

(*) 0/1 supersaturated saline solutions, by Ch. Tomlinson (Philos. Mag,, 4' s^rie, t. XL, 
p. aiif septembre 1870, Part II, et P/iilos, Transact, for 1871, p. Sa). 
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gfere, et que I'etat de pellicule est necessaire ii Tadhesion qui rend \e 
corps noyau (c'est-k-dire actif); car Texperience montre qu'une hulii; 
qui n'est pas noyau sous forme de lentille ou de globule le devient ii 
I'etat (le pellicute ». 

A I'appui de cette proposition, il fait coiinaitre des experiences rea- 
lisees sur Tether, ralcool absolu, ie naplite. la benzine, les essences 
de terebenlhioe, de cajepul et aulres essences, les liuiles de baleine. 
de hareng, d'olive, de lin, de castor el autres Iiulles fixes d'origine ani- 
male ou vegelale, qui donneraient les resultals annonces non-seulement 
avec les solutions sursaturees de sulfate de sonde, mais aussi avec 
celles des aluns de potassc et d'ainmoniaque, d'acetate de soude el de 
sulfate de magnesie. Suivanl I'auteur, I'iiuile n'aurail pas, sous forme 
de lentille, un contact assez intimc avec la solution pour en provoquer 
la crlstallisalion; sous forme de pellicule, au conlraire. elle secait assez 
adh^rente pour determiner le phenomene. Appliquanl cette idee a ce 
qui se passe a Tair lilire, I'auteur n'hesile pas a allribuer dans ce cas 
la cristallisation subite des solutions sursaturees « aux poussieres de 
i'atmospb^re qui agiraient en vertu d'une pellicule dont elles sent 
couvertes. « 

M. Archibald Livcrsidge [ ' ) attaqua ces resultats dans un travail oil 
il fit voir que, contrairement ii une assertion de M. Tomlinson, le sul- 
fate de sonde k lo equivalents d'eau fait toiijours crislalliser la solu- 
tion sursaturee de cette substance, et que de plus les huiles fixes ou 
volatiles peuvent s'etaler avec pellicule sur les solutions sursaturees 
sans en provoquer la cristallisation. Ce savant verifia aussi, comme je 
Tavais annonce, que divers corps dont il fit I'essai sur la solution sur- 
saturee de sulfate de soude pouvaient y etrc introduits sans la faire 
cristalliser, el il conclut de ses experiences que « la presence du sulfate 
de soude dans I'air ne serait pas surprenante. > 

CependantM. Tomlinson avail reconnu que les propositions que j'ai 
indiquees plus haul u'avaient pas la generalitc absolue qu'il Icur avail 
atlribuee et, dans son dernier Memoire, il avail indiquo qu'une solution 
d'huile de eitroaelle dans I'cther s'eiendail en couche mince sur la so- 



('1 O.'i supersaturated saline soluiioa.r, by Archibald Liversid^e {PnceeiUngs 
rijral S'icieijr, I. XX, p. jgy, 10 juin i 871), 
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IiitioD sursaturee de sulfate de soude saDS la faire cristalliser. Pour ex- 
pliquer cette difficulte, il essaya de rattacher rexplication de ses ex- 
periences a une th^orie de certains pb^nombnes capitlaires developpde 
par M. van der Mensbrugghe, dont les recherches int^ressantes sur la 
capillarite lui sembl^rent de nature k eclairer ia question, li s'associa 
done a ce savant pour la publication de la troisi^me partie de ses re- 
cherches sur les solutions salines sursaturees (*). Ce Mismoire, publie 
dans le Philosophical Magazine, fut envoye k TAcademie des Sciences de 
Paris par M. van der Mensbrugghe, avec le r^sum^ suivant (^) : 

c Nous avons pour but de prouver par Texperience les quatre pro- 
positions suivantes : 

> i^ Une solution sursaturee, contenue dans un vase parfailement 
d^barrasse de toute matiere grasse, demeure liquide aussi longtemps 
que sa surface libre ou la surface en contact avec les parois du vase ne 
subit pas, en un ou plusieurs points, une diminution notable de la ten- 
sion superficielle. 

> 2^ Si Ton depose a la surface d'une solution sursaturee une goutte 
de liquide k faible tension, cette goutte s'etale et provoque la cristalli- 
sation, soit immediatement, soit au bout de quelques minutes. 

> 3^ Tandis qu'un liquide a faible tension produit la solidification 
au bout d'un temps plus ou moins court, un liquide done d'une grande 
force contractile et n'agissant pas chimiquement sur la solution peut 
£tre aroene en contact avec celle-ci sans la faire changer d*etat. 

> 4^ De meme qu'un liquide k faible tension fait cristalliser la solu- 
tion sursaturee, de meme un solide convert d'une couche plus ou moins 
epaisse d*un pareil liquide determine la cristallisation subite ou gra- 
duelle. > 

Quant aux circonstances dans lesquelles les liquides donnent une 
lentille ou une pellicule, elles se trouvent indiqu^es dans le M^moire 
en ces termes : c Si une goutte d*un liquide B, k tension superficielle. 6, 
est deposee k la surface d*un autre liquide A k tension superficielle a, 

( * ) 0/1 supersaturated saline solutions, Part Ul. — On a relation between the surface- 
tension of Uqmds and the supersaturation of saline solutions, by Ch. Tomlinson and G. van 
der Mensbnigghe {Philos, Mag,, 4* s^rie, t. LXIV, p. aa3, 187a). 

(') Sur les solutions salines sursaturees, par MM. Tomlinson et van der Mensbrugghe. 
[Comptes rendus, i. LXXV, p. a54, 29 juillet 187a). 
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la goutte formera membrane si Ton a n > i + c, c etanl la tension tie 
la surface commune des liquides A et B, mais, si Ton a a<:ib~\-c, la 
goulte prendra la forme de lentille. • 

Les propositions que je viens de rappeier elaient en contradiction 
formelle avec Ics resullals que j'avais publies anterieurement, dont 
j'avais eu I'occasion de verifier bien des fois I'cxai'litude, ct en vertu 
desquels des corps de nature quelconque ne pouvaient provoquer la 
cristallisation des solutions sursaturees, dans des limites determinees 
de temperature, qu'a la condition d'amener au contact de ces solutions 
une parcelle cristalline identique ou isomorplie. Je crus done devoir re- 
peler lesysteme d'experiences sur lesquellesMM. Tomlinson et van der 
Mensbrugghc faisaient reposer leur tlieorie nouvelle, et je vais entrer 
dans quelques details sur celle etude cxperimen tale (' ). 

Je mesuis attache a deux des quatre conclusions de leur Memoire, 
qui scules se pretent a des experiences donnant un resultal positif, et 
qui oat ete formulees en ces termes : 

« i" Si Ton depose a la surface d'une solution sursaturee une goutlc 
d'un liquide a faible tension superficielle, cette goutte s'etale et pro- 
voque la cristallisation, soit immediatemcnl, soil au bout de quelques 
minuted. 

t 2° De meme qu'un liquide h faible tension fait cristoUiser la solu- 
tion sursaturee, de meme un solide couvert d'une couche plus ou moins 
epaisse d'un pareil liquide determine la cristnllisation subite ou gra- 
duellc. • 

Les solutions sursaturees qu'ils employaient etaient parliculierentent 
cellesde sulfate de sonde; ils ont quelquefois fait usage de solutions 
d'acetale de sonde, d'alun de potasse, d'alun ammoniacal et de sulfntt* 
de magnesie ; quant aux liquides a faible tension superficielle qu'ils 
amenaicnt a la surface de ces solutions, c'etaient le plus souvent des 
huiles fixes ou volatiles, d'orlgine vegetale ou animale. Je me suis as- 
treint it repeter scrupuleusemcnt les experiences qui ont conduit leurs 
auteurs aux conclusions precedentes, et jc vais indiqucr seulement les 
priocipaux resultals auxquels je suis parvenu. 



[' ) P/ole relatiee a Paction pr^tendue des lames minces liquides mr les solationt s 
•ttreet [Complci rendiis, t, LXXV, p. lyoS, i6 d^mbr3 187a). 
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Avec le sulfate de soude, j'ai fait uoe solution sursaluree contenant 
2 parties de sel a lo equivalents d'eau pour i parlie d*eau; je I'ai in- 
troduile, apres fillration, dans des ballons a col incline, n'ayant ja- 
mais servi, que j'avais passes a I'acide sulfurique et laves plusieurs 
fois a Teau distillee; j'ai attendu jusqu'au lendemain pour proceder 
aux essais. A la surface de la solution froide, j'ai depose une goutte des 
liquides suivants : essences de terebenthine, de citron, d'orange, de 
romarin, de cajeput, de lavande, d'anis; builes d'olive, de lin, d'a- 
mandes douces, de ricin, de foie de morue, de poisson; petrole, ben- 
zine, creosote, alcool vinique et alcool methylique : en tout dix-buit 
substances, que j'ai essayees cbacune dans trois ballons distincts. Tous 
ces liquides se sont etales a la surface des solutions, sous forme d'une 
pellicule presentant, avec un grand eclat, les couleurs des lames minces 
a Texception de la creosote, dontla pellicule se deformaitrapidement 
sur les bords, et des alcools vinique et methylique, qui donnaient une 
coucbe mince tres-fugitive, et toutes les solutions sont restees limpides. 
Ainsi, sur cinquante-quatre ballons essayes et dans lesquels j'ai observe 
la pellicule qui, suivant MM. Tomlinson et van der Mensbrugghe, pro- 
voque toujours la cristallisation, il ne s'en est pas trouve un seal oil il 
y ait eu cristallisation de la solution sursaturee de sulfate de sonde, et, 
huit jours apres, les ballons etaient encore dans le meme etat. 

J'ai realise la meme experience avec Tacetate de sonde, Talun de 
potasse, Talun ammoniacaU le sulfate de magnesie, auxquelsj'ai joint 
rhyposulfile de sonde et le tartrate double de potasse et de sonde. J*ai 
prepare des solutions sursaturees de ces substances contenant 2 par- 
ties de sel pour 1 partie d'eau distillee, je les ai introduites dans 
des ballons nettoyes avec soin, et je les ai touchees avec chacun des dix- 
huit liquides indiques ci*dessus : dans toutes, j'ai observe la production 
d'une pellicule mince; mais, dans ce total de cent huit essais, il n*y a 
pas eu uneseule fois cristallisation de la solution sursaturee, ni imme- 
diatement, ni apres dix jours. Je crois done pouvoir conclure de ces 
experiences que les lames minces des liquides indiques, auxquelles on 
attribuail une action elective sur les particules salines, sont absolument 
insuQisantes pour determiner la cristallisation des solutions salines 
sursaturees, soit immediatement, soitau bout d'un temps quelconque. 

Pour controler Faulre proposition relative a Taction des corps solides 
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sur les solutioDs sursaturees, j'ai frotle avec de I'huile d'olive dix-huit 
baguettes de verre. que j'ai ensuite plongees daoa des solutions sursa- 
turees d'acetale de soude, d'liyposuifite de soude et de tartrate double 
depotasse et de soude; elles ont produil une lame mince colorec, a la 
surface de la solution; mais, dans aucun cas, il n'y a eu de cristallisa- 
tion immediatement ou ulterieurement. J'ai essaye aussi avec les 
inemes solutions, etpar groupes do six, dix-huit baguettes de verre qui 
depuis plusieurs moia avaient sejourne au milieu d'un laboratoire de 
Chimie, et aucune d'elles n'a provoque la crislallisation. Ainsi la con- 
clusion relative a Taction dcs corps solides sur les solutions salines 
sursaturees n'est, pas plus que la premiere, d'accord avec les fails; il 
n'y a done pas lieu a une iheorie fondee sur la tension superflcielle des 
lames liquides. 

Comment se fail-il que des observateurs aussi consciencleux que 
MM. Tomtinson et van der Mensbrugghe aieni pu etre victimes d'une 
illusion aussi complete? C'est re que je vais essayer d'indiquer som- 
inaircment. J'ai etabli que cerlaines solutions salines peuvent se con- 
server indefiniment. ii I'etat de sursaturalion. entre des limites deter- 
minees de temperature, tanl qu'ellcs ne sont pas rencontrees par une 
parcelle, si petite qu'elle soil, de la matiere dissoute au meme degre 
d'liydratalion ou d'un corps isumorphe. J'ai fait voir de plus que dans 
I'air flottent uormalemenl des parcelles de sulfate de soude, tres-rares 
dans Pair de la campagne, mais tres-abondaniment repandues dans les 
laboratoires, surtout lorsqu'on experimenle sur cette subslance qui 
donne par 1' efflorescence une poussii:re extreniement tenue. II resulle 
de la que tous les liquides qui ne dissolvcnl pas cette substance en 
contiennent des traces, si les vases qui les reiiferment ont ete debouches 
sans des precautions speciales : les liquides dont on s'est servi sont 
precisement dans ce cas. 

11 importe aussi de ne jamais laisser les ballons qui contiennent la 
solution au libre contact de I'air. sans proteger leurouverture eontre 
la cliute de parcelles salines. En prenant quelques precautions com- 
mandees par ces deux cireonstiinces, on arrive assez facilement a 
eviter I'acces de ces poussiisres, dont une quantite pour ainsi dire infl- 
niment petite suflit pour solidifier la solution sursaturee. Par exemple, 
si Ton opere sur les solutions sursaturees de sulfate de soude, on pent 
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rendre inaclives Ics parcelles cristallincs de cette substance tenues en 
suspension dans les liquides dont on se propose d'essayer Taction ; en 
chauffant ces liquides tres-peu de temps dans des tubes a une tem- 
perature superieure a 33 degres, le sulfate de sonde devient alors 
anhydre et sans action sur la solution sursatur^e, puis on maintient ces 
tubes inclines suivant un angle de 25 k 3o degres, de maniere que les 
poussi^resatmospheriques nepuissenttomber a rinterieurjusqu'au voi- 
sinage du liquide. Les solutions sursaturees de sulfate de sonde se con- 
servent facilement, comme je Tai d^montre depuis longtcmps, dans 
des tubes ou des ballons ouverts dont le col est incline; pour amener 
une goutle de liquide k la surface des solutions, on peut se contenler 
de puiser ce liquide avec un tube capillaire tres-fin recemment chauff^ 
et conserve a Tabri des poussieres de I'air dans un vase humide. Si Ton 
a soin d'eviter de rencontrer les parois des vases avec ce tube capil- 
laire, de ne plonger que sa pointe d'abord dans le liquide, puis dans la 
solution sursaturee, et enfin de ne Temployer qu'une seule fois, il n*est 
pas necessaire d'avoir recours a une disposition experimentale plus 
compliquee pour obtenir d*excellents resultats. 

Ces precautions, indispensables dans les experiences sur le sulfate 
de sonde et aussi sur les aluns, dont la dissemination est presque com- 
parable k celle du sulfate de soude, seraient superflues dans le cas 
des autres sels qui n'existeut dans Tatmosph^re que lorsqu'on les y 
met, s'il n*arrivait presque toujours qu'on dissemine pendant les ope- 
rations ces substances, dont les poussieres flottent dans Tatmosphere 
qui entoure Texperimentateur. C'est sans doute pour n^avoir pas tenu 
suffisamment compte de ces causes d'erreur que MM. Tomlinson et 
van der Mensbrugghe ont ete conduits a attribuer aux liquides une 
action qui n'etait due qu'aux particules cristallines qu'ils tenaient en 
suspension dans le cas ou la cristallisation etait immediate, et aux pous- 
sieres cristallines disseminees dans Fair, dans le cas ou le phenomene 
de la cristallisation n'apparaissait que plus tard et quand on operait dans 
des vases ouverts. Du reste, on s'explique facilement comment il se fait 
qu*avec des liqueurs non debarrassees degermes cristallins on observe 
que la cristallisation est assez souvent immediate lorsque ia goutte du 
liquide introduit s'etale en pellicule k la surface de la solution sursa- 
turee, tandis qu*elle peut etre plus lente dans le cas oil la goutte prend 
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la forme d'uiie leiilllle. Eu effet, dans le premier cas, le liquide intro- 
duit est en contact par uue tres-grande surface avec la solution, et, s'il 
cODtient des parcelles salines, il y a de grandcs chances pour qu'elles 
viennent imniediatement toucher la solution sursaturee dont elles 
provoqneront la cristnllisation. Dans le second cas, au contraire, le 
contact, qui du resle est moins intime, n'a lieu que par ime surf;ice 
relalivemenl ires-petite, et il pourra se passer longtemps avant que la 
parcelle cristalline en suspension dans le liquide vienne toucher la 
solatioD sursaturee. 

La puhlication de ces experiences provoqun bientot une reponse 
de M. van der Mensbrugghe, qui fit connailre comment il avail eti 
amene a s'occiiper de celte question : t Aprfes avoir r^lUchi, dit-il, 
aux fails nombreux relatifs a la cristallisalion des solutions sursa- 
lurees, j'ai congu I'idee que ces faits pouvaient avoir une connexion 
intime avec le jeu des forces contracliles des liquides mis en pre- 
sence; o'ayant pas le temps de m'occuper moi-meme de la partie expe- 
rimentale, je soumis mes vues ii M. Tomlinson, en les formulanl dans 
quatre propositions destinees a etre contr6lees par de nouvelles expe- 
rrences; j'indiquai, do plus, les essais qui me paraissaient de nature ^ 
bien elablir la connexion dont il s'agit. M. Tomlinson cut la bonte de se 
mettre aussitdt a I'lruvre, soit pour refaire quclqucs-unes de ses expe- 
riences anterieures, soit pour en executer de nouvelles ( ' ). » II resulte 
de la queM. van der Mensbrugghe s'en est rapporte pleinemenl aux 
experiences de M. Tomlinson, dont il ne songe pas a suspecter I'exac- 
titude, et qu'il n'esl rcsponsable que de la theorie qu'il a proposee pour 
les expliquer. 11 reeonnait de plus que les experiences n'ont pas ele 
toutes d'accord avec cette theorie, et il n'accepte pas que j'aie pu re- 
garder les conclusions que j'ai rappelees plus haul comme ayant un ca- 
ractere qui ne laissaitplace aaucuneamhiguite. 11 ni'oppose ensuite des 
experiences faites avec I'huile de phoque, I'huilc de spermaceti, Thuile 
de graine de coton et I'huile niger sur des solutions sursaturees 
de coHcentration faible contenant des poids egaux de sulfate de sonde 
et d'eau et me reproche de n* avoir pas donne la valcur des tensions su- 



l") Reponse a une C'immunicafion pr^redrnle ik M. Grrnez, intiluUo : = N(jle rrlnlitv 
a faction prtlendue ties lames mineei liijiiitles iiir les solutions sursaturees « , par M . van 
^der Mensbrugghe {Comptes renUus, I. LXXVI, p. 45, 6 Janvier iByS). 
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perficielles des solutions que j'ai employees. II termine en attribuant la 
cristallisation de la solution sursaturee par un cristal de sulfate de 
soude a une pellicule dont ce cristal serait convert, tandisqu'il serait 
par lui-meme inactif a Tetat de purete. 

M. Ch. Viollelte inlervint alors dans le debat(*) : sans apporter 
a la discussion aucune experience nouvelle, il conseilia Ik MM. Tomlin- 
son et van der Mensbrugghe de repeter les experiences qu'il avait pu- 
bliees dans le tome III des Annates de V6cole Normate^ p. 22/i, leur 
assurant que les liquides dont iis s'etaient servis, et dont cependant il 
ne ditpas avoir jamais fait usage, ne provoquaient pas la cristallisation 
de la solution sursaturee de sulfate de soude. II les engagea aussi k re- 
faire, selon les indications de son Memoire, Texperience de la cristalli- 
sation de la solution sursaturee de sulfate de soude par le contact d'un 
cristal de cette substance, dont il affirma TefBcacite sans donner la rai- 
son de Tinsueces de M. Tomlinson. 

Cette raison fut donnee peu apres par M« de Coppel (^), qui montra 
rillusion dans laquelle etait tombe M. Tomlinson en prenant sans ve- 
rification pour des crislaux de sulfate de soude ordinaire les cristaux 
du sel a 7 HO qui se deposent au sein des solutions tres-concentrees, en 
laissant le reste du liquide h Tetat de sursaturation, comme Ziz Tavait 
observe en 181 5. 

Le point capital de la reponse de M. van der Mensbrugghe etait, 
comme on Ta vu plus haut : i^ que j'avais opere sur des solutions a 
tension superficielle faible, autrement dit sur des solutions trop con- 
centrees; 2^ que je n'avais pas experimente sur les builes de pboque, 
de spermaceti, de graines de coton et niger. Je crus que le seui moyen 
de mettre fin au debat etait de repeter les experiences indiquees par 
moD honorable contradicteur et dans les conditions memes oil son col- 
iaborateur avait opere ; je vais donner le resume de ces experiences (')« 

( ' ] Action des lames minces iiquides sur les solutions sursaturees, Refxtnse aux Comma- 
niccUions pricidentes de MM, Tomlinson et van der MenshruggfiC, par M. Ch. Violletle 
(Comptes rendus, I. LXXVI, p. 171, 20 Janvier 1873). 

(') Observations relatives aux recentes Communications de MM, D, Gernez et G, van 
der Mensbrugghe sur les causes qui font cHstalliscr les solutions sursaturees^ Note do 
M. L.-C. de Oo'^^i (Comptes rendus^ t. LXXVI, p. 43a, 17 f^vrier 1873). 

(*) Nouvelles observations relatives a Inaction pret endue des lames minces liquides sur 
lei solutions sursaturees {Comptes rendus , i, LXXYIi p. 566, 3 mars 1873). 
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a® CAS DES SOLUTIONS SURSATURfiES ^TBNDUES. 

Dans des ballons contenanl la solution sursatur^e formee de poids 
^gaux de sulfate de sonde et d'eau, j'ai introduit une goutte des dix- 
huit substances essayees deja sur des solutions plus concentrees, et au- 
cnned'elles, apres s*etreetaleeenlame mince, n'a provoquela eristalli- 
sation. De plus, ayant regu de Londres des echantillons d'huile de 
plioque, <]e graines de coton et de spermaceti, que je n'avais pu me 
procurer a Paris lors des experiences precedenles, j'ai constate sur 
la solution contenant poids egaux de set et d'eau, et aussi sur des 
solutions plus concentrees, qu'elles n*ont pas plus d'efficacite que les 
autres substances. 

Pour donner plus de force k la demonstration, j'ai prepare en outre 
deux series de solutions sursaturees moins concentrees encore, conte- 
nant, pour loo parties d'eau, Tune 90 parties de sulfate tie sonde, et 
Tautre 75 parties du meme sel . Ces solutions etant maint^nues a la tem - 
perature de + 6*^, oil il y avait sursaturation, j'ai essaye les vingt et une 
substances precedentes etalees en lame mince, et je n'dii pas une seule 
fois constate la cristallisation subite de la solution. Ces soixante-trois 
essais, tons concordants, prouvent qu'il faut encore abandonner la pro- 
position restreinte de M. van der Mensbrugghe, et admettre que les 
liquides qui s*etalent en lame mince a la surface des solutions sursa- 
turees de sulfate de sonde de concentration quelconque n'en determi- 
nent jamais, par un efTet de capillarite, la cristallisation subite. 

Pour ce qui est des solutions sursaturees des autres sels, tels que 
Vacetate et Thyposulfite de sonde, les aluns de potasse et d'ammoniaque, 
le sulfate de magnesie et le tartrate double de potasse et de sonde, 
leur ^tude conduit aux memos resultats que celle des solutions de 
sulfate de sonde. II n'y a pas lieu, d'apres cela, d'entrer dans la dis- 
cussion de la theorie proposee par M. van der Mensbruggbe, puis- 
qu'elle repose sur des experiences inexactes; cependant j'ai cru ne 
devoir pas negliger de determiner la valeur des tensions superfi- 
cielles de plusieurs des solutions que j'avais employees : j'ai trouve, 
pour valours des tensions superficielles des solutions d'hyposulfite de 
sonde et de sel de Seignette, les nombres 8,67 et 8,76, qui sont supe- 
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rieurs a 5,i, valeur attribuee par MM. van derMensbrugghe etTomlin- 
son a la tension du sulfate de soude; d'ou il suit que les experiences 
que j'ai indiquees contredisent davantage encore la theorie fondee sur 
la consideration de la tension superficielle. 

Toutes ces experiences sont d'une nettete parfaite et d'une grande 
facilite d'execution, pour peu qu'on soit en garde contre Tacces des 
poussieres cristallines de la substance dissoute ; mais, comme elles exi- 
gent qu'on prenne quelques precautions pour ecarter ces parcelles in- 
fmiment petites» je crois utile de signaler un sel dont les solutions sur- 
saturees peuvent etre manipulees sans qu'il soit necessaire de prendre 
la moindre precaution speciale : c*est Tazotatede chaux cristallise pur, 
qui n'existe pas dans Tair et dont les cristaux deliquescents ne peuvent 
y sejourner sans absorber rapidement la vapeur d'eau atmospherique el 
se dissoudre. En ajoutant quelques gouttes d'eau aux cristaux d'azo- 
tate de chaux et faisant chauffer ( * )» on obtient une solution sursaturee 
que Ton pent transvaser k froid, verser sur une plaque de verre comme 
du collodion photographique, ou abandonner pendant des mois entiers 
dans desballonslargementouverts, dont le col est dresse verticalement, 
sans qu'il y ait cristallisation ; j'en ai conserve ainsi du 8 Janvier au 
lo avril, c'est-a-dire 92 jours, apres lesquels la solution etait encore 
sursaturee. 

J'ai touche une solution sursaturee d*azotate de chaux avec les vingt 
et une substances indiquees precedemment ; elles se sont etalees en 
lames minces a sa surface, sans provoquer uneseule fois ia cristallisa- 
tion, et pourtant cette solution sursaturee ^tait dans les conditions les 
plus favorables pour cristalliser, puisque sa tension superficielle avait 
pour valeur 10, o4 : 

- = o"^*", 198, A^rsg""", c/= 1,748. 

II resulte de ces diverses experiences qu'il n'y a aucune relation 
entre la tension superficielle des liquides et la cristallisation subite des 



(') II faut ^viter de concentrer la solution par Evaporation, car on obtiendrait par refroi- 
dissement un d^pdt cristallis<^ d*azotate de chaux moins hydrate, qui joue, par rapport au 
sel k 4 HO, le m^me rdle que les cnstaux de sulfate de soude h 7 HO, relativement au sul- 
fate ordinaire h loHO. 
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solutions sursaturees a un degre qiielconque de concentration, et qu'ii 
n'y a pas lieu de cesser d*attribuer ce plienomene, comme je Tai de- 
montre, au contact d*une parcelle crislaliine du corps dissous ou d'un 
corps isomorphe. 

Pour ce qui est de ['assertion de MM. Tomlinson et van der Mens- 
brugghe, que le sulfate de soude pur a lo equivalents d'eau ne provo- 
querait pas la cristallisation de la solution sursaturee, nous avons vu 
qu'elle repose sur une erreur manifeste d'experience, que M. de Coppet 
a indiquee. A ce propoa, M. Gh. Yiollette, qui avait jug6 depuis long- 
temps que ce point noeritait un examen experimental particulier, a 
reclame (*), comme nous Tavons vu, une priorite que moins que per- 
Sonne je songeais h lui contester. En efTet, dans une solution sursa- 
turee de sulfate de soude, chacun sait que la crislallisation, une fois 
commencee en un point de la masse, continue par Tadjonction de nou- 
veaux cristaux aux cristaux de sulfate de soude qui viennent de se pro- 
duire, jusqu'k ce que la solution, quel qu'en soit le volume, ait aban- 
donne Texcedant de la quanlite de sel dissous sur la quantite qui y 
est retenue normalement en dissolution. Si les cristaux de sulfate de 
soude pur etaient inactifs, il est clair que la cristallisation serait pu- 
rement locale et ne pourrait pas se propager d'un bout a Tautre de la 
masse liquide. 

A la suite de cette Communication, M. van der Mensbruggbe adressa 
^ M. le Secretaire perpetuel de TAcademie des Sciences une Lettre 
dans laquelle ilannpncait que, < ayant acquis la conviction formelleque 
la tension superficielle des liquides ne joue pas dans la cristallisation 
des solutions sursaturees le role important qu*il avait cru pouvoir assi- 
gner a cette force, en partant des tongues recberches de M. Tomlinson, 
il priait TAcademie de regarder comme non avenues les Communica- 
tions qu*il lui avait adress^es k ce sujet (^). > Cette demarche spon- 
tanee d'un savant qui met la v6rite scientifique au-dessus de toute 
question d'amour-propre fait le plus grand honneur a F^levation de 
son caractere. EUe a mis fin au debat de ce cote. 



(') Comptes rcndus^ I. LXXVI, p. 171. 

(') Lettre relative a la cristallisation des solutions sursaturees; par M. (j. van der Mens- 
bruggbe [Comptes rendus, t. LXXVI, p. 874, 7 avril 1873). 
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VIII. — Influence nulle de V agitation des solutions sursaturies de sulfate 
de soude et d'alun en presence d'autres Uquides. Examen des der- 
niires experiences de M. TomUnson. 

Quant a M. Tomlinson, il publia dans le Philosophical Magazine une 
nouvelle Note (^) dans laquelle, sans mettre explicitemcnt en doute 
Inexactitude de mes experiences, il declara que je prouverais tres-diffi- 
cilement que les cristallisations subites qu'il avait observees etaient 
dues k la presence de parcelles salines^ et il publia une serie d'expe- 
riences nouvelles dans lesquelles il determinait la cristallisation des 
solutions sursaturees de sulfate de soude et d'alun par Tagitation tres- 
brusqueet tres-violente du liquide avec unegoutte d*huile qui s'ecrase 
contre les parois. Dans ces experiences, Tauteur, mettant a profit les 
objections tirees de Tintervention des corps etrangers, evite les pous- 
siferes atnoospheriques en bouchant les vases qui contiennent la solu- 
tion; il opere en plein air, a la campagne, avec des huiles qui n'ont pas 
sejourn^ dans un laboratoire, et, malgre ces soins, il trouve que plusieurs 
fois des gouttes d'huile d'amandes douces, de bergamotte, de lavande, 
d'olive, etc., depos^es sur le liquide, puis agitees brusquement, le font 
cristalliser. Je ferai d'abord remarquer que, de Taveu de Tauteur, ces 
experiences ne reussissent pas a coup sur; de plus, si Ton examine at- 
tentivement les conditions dans lesquelles le phenomene se produit, on 
ne trouve rien de surprenant : on voit, en effet, que M. Tonolinson ne 
s*est pas mis en garde contre les matieres que les huiles peuvent 
tenir en suspension. Or j'ai d^montre (^) que les huiles du commerce 
contiennent le plus souvent des parcelles de sulfate de soude qui pro- 
viennent de Tatmosphere oil cette matiere se rencontre normalement; 
il pent done arriver que la goutte d'huile que Ton preleve pour Tex- 
perience contienne une parcelle de sulfate de soude, et alors voici ce 
qui doit arriver : si la goutte s'etale en lame mince, la parcelle saline 
vient facilement en contact avec la solution sursaturee et en determine 

(') Note on supersaturated saline solutions, by Cli. Tomlinson [Procectlings of the 
Royal Societx, i3 march 1878, et Philos, Mag,, 4* s^rie, I. XLV, p. 385). 

(') Sur les causes d*erreur que prdsente r etude des dissolutions sursaturees (Comptcs 
rendus, t. LXI, p* 7I) lojuillet i865). 
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imm^diatement la crislallisation ; si, au contrairet la goutte forme len- 
tille, il peutse faire que la parcelle de sulfate de soude reste en son in- 
terieur et, dans ce cas, il n'y aura pas cristallisation ; mais si, par une 
agitation brusque, on divise Tbuile en gouttelettes trbs-fines ou si on 
Tecrase centre la paroi avee une baguette, de maniere a ainener a la 
surface exterieure les parties int^rieures de la goutte, la parcelle saline 
pourra venir au contact de la solution sursaturee, dont elle provb- 
quera la cristallisation. II en est de mSme pour les experiences faites 
avec Talun, dont il existe toujours des parcelles dans Tatmosphere des 
lieux habites. Ainsi s'expliquent facilement les r^sultals obtenus par 
M. Tomlinson. On n'observe rien de pareil, meme apr^s les secousses 
les plus brusques et Tagitation la plus violente, lorsqu'on prend lesoin 
d*enlever aux huiles la tres-petite quantite de matieres salines qu'elles 
contiennent; il suffit pour cela de les agiter pendant quelques mi- 
nutes avec de Teau distillee ou encore de les chauffer a une tempera- 
ture qui pent ne pas d^passer 34 degres lorsqu'il s'agit du sulfate de 
soude. 

Cest ce qui resulle des experiences suivantes : j'ai fait une solution 
sursaturee de sulfate de soude contenant 2 parties de sel et i partie 
d^eau, que j*ai introduite dans quinze ballons; j'ai amene a la surface 
du liquide des gouttes de creosote et des huiles de terebenthine, de la- 
vande, d'amandes douces,d'oliveet de lin, prealablementchauffees; j'ai 
ensuite ^crase avec une baguette de verre ces gouttes centre les parois, 
et je n'ai pas une seule fois determine la cristallisation subite de la 
solution. Pour essayer Teffet de Tagitation du liquide, j'ai introduit 
la solution sursaturee chaude dans des tubes de verre que j*ai ensuite 
etir^s a la lampe, en ne laissant qu'une ouverture par laquelle j'ai fait 
a^river jusqu'a la solution refroidie une goutte d'huile au moyen d'un 
tube capillaire, puis j'ai fondu a la lampe I'exlremite ef&lee du tube 
et j'ai soumis les solutions a I'agitation la plus violente. J'ai opere 
ainsi sur deux series de tubes contenant les huiles que M. Tomlinson a 
signalees comme etant les plus efiicaces : builes d'amandes deuces, 
de bergamotte, de lavande, d'olive, de romarin et de colza , en tout 
douze experiences, et je n'ai observe dans aucun des tubes la cristalli*- 
sation de la solution. 

Pour augmenter I'effet de la secousse, j'ai intrdduit au prealable, 
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dans cinq tubes pareils, des fragments de verre a cassure tres-irregu- 
liere, et, apres mille secousses, il n'y a pas eu davantage crista! lisa lion 
de la solution. 

Quinze experiences executees de meme avec une solution sursaturee 
contenant 8 parties d'alun et 3 d'eau distillee, selon les proportions 
indiqu^es par M. Tomlinson, et les mSmes huiles que precedemment, 
ont conduit au meme resultat negatif. 

II faut done, d'aprescela, renoncer a expliquer la cristallisation subile 
de ces solutions sursaturees par reflet d'une secousse violente coromu- 
niquee au liquide en presence de gouttelettes d'liuile. 

Je crois avoir demontr^, par ce qui precede, que les diverses hypo- 
theses faites successivement pour expliquer la cristallisation subite des 
solutions sursaturees ne resistent pas k Tepreuve de Texperience^ et 
qu'on ne pent se refuser a admettre que ce ph^nomene est determine, 
dans des limites donn^es de temperature, par une parcelle de meme 
composition que les cristaux qui se deposent pendant la solidification 
ou par un cristal isomorphe. 



IX. — Action du sulfate de soude efjleuri sur les solutions sursaturees 

de sulfate de soude. 

J'ai dit plus haut qu'a la suite de la publication de mes experiences, 
dans lesquelles j'avais demontr^ que les lames minces liquides sont 
sans influence sur la cristallisation des solutions sursaturees, M. Ch. 
YioUette etait intervenu dans le debat pour rappeler ses experiences 
et presenter une reclamation de priorite a laquelle il me mettait en de- 
raeure, je ne sais pourquoi, de r^pondre : elle etait relative, en eflet, a 
Tapplication qu'il a faite, pour I'etude des solutions sursaturees de sul- 
fate de soude, d*un appareil que M . Pasteur avait imagine a Tocca- 
sion de ses memorables recherches sur les generations dites spontandes. 
Je repondis que je n'avais jamais conteste que M. Ch. Yiollette eut fait 
usage de cet appareil, et j'ai ajoute que je ne m'en etais jamais servi 
moi-meme dans mes recherches, par la raison que j'avais pu arriver 
immediatement, par des dispositions beaucoup plus simples, a des re« 
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sultats trfes-satisfaisanls el tout a fait definitlfs, tnndis que M. Ch. Viol- 
letle, apress'elre servl de Tappareil tres-complique donl il s'agit et a 
la date de r86n qu'il invoquait, pretendant que • la question 6lait de- 
cidee et resoluc aJors par une methode rigoureuse >, avait annonc^ 
comme seule conclusion de ses experiences (' ) . qu'il se pourraii bien 
que la suhstance qui determine la cristallisalion des solutions sursa- 
turees agit comme un corps avide d'eau > , tel que la cliaux et la baryte, 
resultal dont I'inexactitude avail ete prouvee par mes experiences 
iivant qu'elle eiit ele reconnue par M. Ch. Viollette lui-meine. 

Ces reinarques donnerent lieu a une nouvelle reclamation de M. Cb. 
Viollette, que je vais reproduire (") : < Je ferai remarquer, dit-il, 
que M. Gernez etabllt, en terminant sa Note du 3 mars dernier, une con- 
fusion entre mes recherches de i860 et celles qui font I'objet d'un M6- 
moirc etendu, presente a I'Academie le a4 avril i865, par M. Pasteur, 
en meme temps que les premiers essais de M. Gernez sur le meme 
sujet. 

> Je n'avais pas attendu ces premiers essais de M. Gernez pour re- 
connailre I'inexactitude de certains resultats relatifs a la chaux etii la 
baryte, presentes par moi 1 comme reclaniant de nouvelles recherches 
> avant de pouvoir en aflirmer I'exactitude > , et non point comme des 
fails certains, ainsi que M. Gernez semble le croire. Au 34 ^vril i865, 
j'avais etabli que, iudependamment d'un abaissement de temperature 
de 8 degres au-dessous de zero, la sursaturation du sulfate de sonde 
cesse, dans toutes les circonslances oil on I'observe, par I'introduction 
dans les liqueurs d'un cristal de sulfate de soude appartcnant a I'espece 
chimique, sulfate de soude a 10 equivalents d' eau, et non point par une 
parcelle de sulfate de soude effleuri ou non, comme rafTirmait M. Ger- 
nez a cette epoque, parce que j'avais etabli que le sulfate de soude 
completement effleuri, c'est-a-dire ne contenant plus I'espece chimique 
sulfate de soude a 10 equivalents d'eau, est impuissant a provoquer la 
cristallisation. > 

Sansrevenirsur la question depriorite, quej'ai traitee plus haul, me 



{') Memoires de la Societe det Sciences de Lille, a' afirie, t. VII, p. i85, 1B60. 
(') Observations a projioi d'une Note r^cenle de M. Gernez, sur les soliiiioiu salines suf~ 
tatur^es; par M. Ch.ViolkU6 {Comptei ivmlui, t. LXXVI, p. 713, tymarB 187S). 
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sera-t-il permis de faire remarquer que le travail presenle le a4 avril i865 
k TAcademie, et que M. Cli. Viollelte appelle romplaisamment met pre- 
miers essais, coiitient au moias tous les resultatsqui figurent dans sun 
Mdmoire e'lendu, et que ces cssais out cte suivis d'un certaio uomlire 
d'aulres qui out agrandi la queslion et fait connailre des resultats nou- 
veaux, tandis que M. Cli. Viollette en est toujours reste a ce premier 
Memoire? Je crois plus utile de considerer au point de vue experimen- 
tal la Note que je viens de reproduire. L'auteur relfeve comme une er- 
reur de ma part cette affirmation que le sulfate de soude e/Jleuri ou non 
fait cpislalliser la solution sursaluree de celte substance; il dit au con- 
traire < avoir > etabli dans son Memoire que le sulfate de soude comple- 
tement efHeuri est impuissaut a provoquer la cristallisation. J'ai vaine- 
ment cherche dans le Memoire de M. Ch. Viollette les experiences 
relatives au sulfate de soude effleuri : il ne s'en trouve pas une seule. 
Par un procede peu conforme aux vraies melhodes d'invesligation scien- 
tifique, cet auteur, au lieu de soumettre du sulfate de soude a Kefllo- 
rescence et d'examiner ce qui en resulterait, a suppose que, dans ces 
conditions, le sel perdait la totalite de I'eau qu'il contient, c'est-a-diro 
devenail anhydre, et, comme le sel rendu anhydre sous I'influence de 
la clialeur est inactif, il en a conclu que le sulfate de soude effleuri est 
lui-meme inactif. 

L'experience conduit, comme je I'avais annonce le a4 avril i865, Ji 
un resultat qui est en contradiction avec le raisonnement de M. Cb. 
Viollelte: Si Ton expose, dans un milieu parfaitement sec ot pendant 
un temps trcs-long, une couclie extremement mince de sulfate de soude 
a lo equivalents d'eau, on peul facilement conslater que le contact 
d'une parcelle de la poussiere de ce sulfate de soude provoque imme- 
diatement la cristallisation. Sans insister ici sur les details d'exp^- 
riences directes que Ton trouvera plus loin, je rappellerai les termea 
suivantlesquelsj'avaisdeja iusiste sur les proprietes des sels effleuris ; 
( Le sulfate de soude a lo equivalents d'eau s'effleurit a I'air, et Ton 
pouvait so demander si dans cet ^tat il conservait sa propri^te; j'ai done 
expose dans de I'air absolument sec des baguettes recouverles d'une 
coucbe extremement mince de sulfate de soude. Apres buit jours, 
j'ai essaye ces baguettes, et toutes ont provoque la cristallisation. Pour 
I'ac^tate de soude, les resultats sont les memos; les sels anbydres ou 
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moins hydrates sont tout a fait inactifs, et le sel effleuri jouit des memes 
proprietes que Tacetate ordinaire NaOC*H'0'6HO (') » . 

J'avais aussi entrepris quelques experiences en vue de reeliercher s*il 
6tait possible d'enlever au sulfate de soude, par une exposition suffisain- 
nient prolongee dans une atmosphere parfaitement seche, les dernieres 
traces d'eau qu'il retient, et je poursuivais cette etude lorsque M. de 
Coppet, reproduisant une experience semblable a celle que je viens de 
rappeler, crut pouvoir admettre que le sulfate de sonde efQeuri 6tait 
bien anhydre, et, comme le sulfate deshydrate par la chaleur au-dessus 
de 33 degres a perdu la propriete de faire cristalliser la solution sursa- 
turee de sulfate de sonde, tandis que le sulfate de soude efQeuri con- 
serve cette propriete, M. de Goppet jugea cette difference suffisante 
pour affirmer I'existence de deux varietes isomeriques de sulfate de 
soude anhydre (^). Sit6t que j'eus connaissance de cette Communica- 
tion, je rappelai les r^sultats que j'avais publies anterieurement sur le 
mdmesujet, et j'indiquai ceux auxquels j'etais parvenu depuis (^). 

J'avais d'abord reconnu que le sulfate de soude a lo Equivalents 
d'eau, expose pendant quelques jours k la temperature de lo a i5 de- 
gres, pent ne conserver que i millifeme au plus de Teau qu'il contient. 
J'ai voulu essayer d'enlever la totalite de cette eau en la faisant so- 
journer tres-longtemps dans I'air tout k fait sec. A cet effet, je me suis 
servi de baguettes de verre dont j'ai recouvert I'extremitE d'une couche 
tres-mince de sulfate de soude ordinaire. II sufBsait pour cela de les 
mouiller avec une solution sursaturee et de la faire cristalliser en- 
suite; j'obtenais ainsi une couche dont Tepaisseur Etait d'environ 
-^ de millimetre. Chaque baguette traversait un bouchon qui pou- 
vait 6tre ajustO tr^s-exactement sur le col d'un flacon rempli au tiers 
d'acide sulfurique concentre. Dans I'atmosphere s^che du flacon, dont 
la temperature a varie de lo a aS degres, la couche de sulfate de soude 
blanchissait rapidement. Tons les mois, je retirais plusieurs de ces ba- 
guettes, je les introduisais au-dessus de solutions sursaturees de sulfate 

(') jinnales de l'£cole Normaie, i" g^rie, t. HI, p. aoo, 1866. 

(') Sur r existence de deux modifications isomeriques du sulfate de soude anhydre. Note 
deM. L.-G. de Goppet (Comptes rendus, t. LXXVUI, p. 194, 19 Janvier 1874). 

(*) Sur quelques particularites relatives a I 'efflorescence des deux hydrates formes par 
le sulfate de soude ( Comptes rendus, t. LXXVIII, p. 283, 26 Janvier 1874). 
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de soude; puis> par une leg^re secousse communiquee k la baguette, je 
faisais toniber quelques grains de la poussi^re blanche du sulfate eflQeuri, 
et imm^diatement la solution cristallisait, donnant, quelle que filt la 
concentration, des cristaux h lo equivalents d'eau. Une pellicule extr£- 
mement mince de sulfate de soude, apres un sejour prolonge pendant 
neuf mois'et demi dans Tair parfaitement dessecb^, n'avait pas perdu la 
propriete de produire des cristaux ayant sa forme originelle, si petite que 
fiii la quantite employee. J'ajouterai que, Texperience ayant M pro- 
longee depuis le lo avril 1873 jusqu'au 27 Janvier 1875, le sel effleuri 
a conserve son activite. Au contraire, on sait que le meme sulfate de 
soude, chauffe pendant quelques minutes au dela de 33 k 34 degr^s, 
temperature k laquelle le sel devient anhydre, est tout a fait inactif. 

M. de Coppet tire de ce fait la conclusion qu'il y a deux modifica- 
tions isomeriques du sulfate de soude anhydre, celle dont Texistence 
est admise par tons les chimistes et qu'on produit au dela de 33 degr6s, 
et celle qu'on realise, suivant lui, en dessechant le sulfate de soude or- 
dinaire, au-dessous de cette temperature. Cette conclusion n'est nulle- 
ment une consequence necessaire de Texp^rience. En efiet, en admet- 
tant, comme je Tai demontr^, qu'une quantity infiniment petite d'une 
substance suffise pour faire cristalliser sa solution sursaturee, la cris- 
tallisation par le sel effleuri est expliquee si Ton suppose qu'il reste 
dans ce sel une quantite du sulfate ordinaire non encore transform^, 
aussi petite qu'on voudra Timaginer, quantite qu'il est impossible de 
d^celer par Temploi de la balance ou autrement. 

Yoici une experience qui me semble de nature k eclaircir cette ques- 
tion delicate : j'ai reconnu qu'une solution trfes-concentree de sulfate 
de soude contenant, par exemple, a parties de sel et 1 partie d'eau, 
pent etre conservee sans cristalliser lorsqu'on opere a une temperature 
de 10 a 12 degres; si Ton y seme un cristal pur de sulfate de soude a 
7 equivalents d'eau, il ne se developpe dans la solution que cette es- 
pfece de sel, et le reste du liquide contient encore assez de sulfate de 
soude pour constiluer une solution sursaturee {*). 

(*) Cette experience, qui est d'une r^lisation facile, prouve Tinexactitude de rasaertion de 
M. Cb. Yiollelte, qui regarde lea solutions de sulfate de soude comme ne pouyant pas 6tre 
c sursalur6es pour ce sulfate k 7 dquivaients d'eau » [Annalcs de Viicole Normale, I'^s^rie, 
t. UI, p. 21 3). 
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Or, si Ton realise la meme experience avec IcmOme sulfate a 7 equi- 
valents d'eau, abaodonnc au prealable en couehc tres-mince dans I'air 
sec pendant plusieurs inois, auquel cas il ne peut conserver qu'unc 
quantile d'eau trop faibic pour ctre appreciee a la balance, on Irouvc 
que cetle poudre produil inimcdialement, dans la solution coiicenlrce, 
des cristaux a 7 equivalents d'eau seulcment. Co resultat peut s'expli- 
quercomme les precedents sj Ton admet qu'il estimpossible d'enlever 
pardessiccation, au-dessousde 33 degres, les dernieres traces d'eau du 
sulfate de snude. et qu'il reste uae quantitc intlniment petite de selnon 
deshydrate, laquelle est loiijours suffisante pour provoqucr la forma- 
liou de cristaux identiques. 

Avec Ic mode de raisonnement de M. de Coppfit, il faudrail ou hicn 
admettre I'exislence d'une troisieme nioditicalion isomeriquc du sul- 
fate de soudeanhydre produite par dessiccalion, au-dessous de 33 degres 
du sel a 7HO, ou bien, si Ton ne veut pas admettre I'cxistence de cetle 
modification nouvelie, supposcr que !e sulfate de soude a 7 IIO donne 
pardessiccation, au-dessousde 33 degres, lelmeme sel aniiydre que Ton 
n'obtient avec le sel a loHO qu'a la condition de le chauffer au delii 
de 33 degres, re qui est assez invraisemblable.| 

II est un dernier point sur lequel je desire appeler I'attention : c'est 
le mode d'action sur les solutions sursaturees du sel anhydre obleou 
par Taction de la chaleup. Ce sel, amene au contact d'une solution con- 
centree, y provoque, non pas immediatement, mais au bout de quel- 
que temps, la production de cristaux a 7U0. 

Ce fait s'cxplique facilement: lorsqu'on opere sur une solution de 
sulfate de soude entre certaiueslimites de temperature, qui sonl +33" 
ft —8" environ, on peut obtenir, soit par refroidissement, soil par 
evaporation, une solution de plus en plus concentree; alors la concen- 
tration peut etre suiBsante pour que le contact d'une parcelle saline a 
-HO depose des cristaux de meme composition. Si la concentration 
augmente, par exeniple a 8 degres, pour la solution qui conlient les | 
de son poids de sel ordinaire, les cristaux a 7 HO se deposent spontane- 
inent, et, si Ton continuaita concenLrcr la solution, ils seraiont seuls a 
se produire (a moins que la temperature ne descendit vers — 8°, au- 
quel cas Ic sel a loHO se formerait spontanement dans la solutiou res- 
tante). Ainsi le seul hydrate dont les cristaux se deposent sponlane- 
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ment aux temperatures comprises entre -+• SS** et — 8® environ a pour 
composition NaOSO'-h 7HO. Ce meme sel est aussi celui qui se forme 
par rhydratation du sulfate anhydre, lorsqu'on le met au contact de 
I'air sature de vapeur d'eau. Je me suis assure, en effet, que le sulfate 
de sonde anhydre, obtenu en chaufTant au rouge sombre le sel ordi* 
naire dans un petit ballon dont le col elait ensuite retourn^ dans un 
vase plein d'eau, fixe pen k pen la vapeur d'eau et donne des cristaux 
qui ne produisent jamais, dans les solutions sursaturees, de cristaux ii 
loHO, et font naitre au conlraire dans ces solutions concentr^es des 
cristaux a 7 HO. 

II en est de meme lorsqu*on amene au contact d'une solution sursa* 
tur^e concentree du sulfate de sonde anhydre obtenu par Taction de la 
cbaleur sur le set ordinaire ; mais Teffet n^est pas instantanS : il y a d'a- 
bord transformation du sel anhydre en sel a 7 HO par absorption d'eau, 
puis action sur la solution sursaturee et formation de cristaux ayant la 
meme composition. 

On voit ainsi que les ph^nomenes rappel^s par M. de Coppet peu* 
vents*expliquersimplement, sansqu'il soit n^cessaire d'admeltreTexis- 
tence de plusieurs modifications isomeriques du sulfate de sonde an- 
hydre. J'ajouterai que j'ai observe des particularit^s analogues avee 
les solutions concentr^es de divers sels, tels que Tazotatede chaux, I'hy- 
posulfite de sonde, etc. 

On voit, par ce qui pr^c^de, que j'attribuais Taction du sulfate de 
sonde effleuri a une parcelle de sulfate de sonde non deshydrat^, qui 
suffit, comme nous Tavons vu, a provoquer la cristallisation de la solu- 
tion sursaturee. M. de Coppet fit, peu de temps aprfes la publication des 
experiences pr^cedentes, deux objections k cette manifere de voir (^). 
< On connail, dit-il, la facilite avec laquelle Thydrate Na^SOS loH'O 
s'effleurit. Comment se representer alors les germes de sulfate de sonde 
suspendus dans Tatmosphere, conservant indefiniment, m^me par un 
temps sec etchaud,Teiementcristallinde sel k 10 atomes d'eau, quiseul, 
suivant M. Gernez, leur permet d'agir sur la solution sursaturee? Si 



( ' ) Observations relatives a la dernicre Communication de M. Gernez, sur V efflorescence 
lies deux hydrates formes par le sulfate de sonde anhydre. Note de M. L.-G. de Coppet 
( Comptes rendus, t. LXXVIII, p. 498} '6 f^vrier 1874). 
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Ton connaissait la valeur numerique de \a tension de dissociation <le 
riiydrate Na'SO*. loH'O, telle qu'eiica du etrc determinec parM. Do- 
bray (Comptes rendus, I. LXVl, p. 194). on poiirrait calcul^r les condi- 
tions atmosphepiques (elat hygrometrique ct temperature), dans les- 
quelles la desliydralation du sel doit s'efiVcluer. Lorsque la tension de 
dissociation de I'liydrate n'cst que ires-peu superieure a la tension de 
(a vapeur d'eau existant dans I'almospliei'e, la decomposition pourra 
Btre tres-lente ; mais il est inconcevalilc (dans I'etat aeluel de nos coii- 
oaissances sur !a dissociation) que tot ou tard elle ne prenne pas 
lin. . 

On peut repondrea cette objection que, si, comme je I'al demontrc 
plus baut, uoe couche Ires-mince de sulfate de sonde peul rester pen- 
dant des annees dans I'air desseche par I'acide sulfurique sans perdrc 
la propriele de faire cristalliser la solution sursaturee, il en sera a 
forliori de meme des germes de sulfate de soude en suspension dans 
Tatmosphere, qui n'y sont jamais exposes a i'air parfailenient sec. Pour 
ce qui est de la dissociation des sels hydrates, nos connaissances se re- 
duisent a ce qu'a pubtie M. Debray, qui n'a rien demontre relalivc- 
ment aux dernieres traces d'eau qu'un sel peul retenir. 

4 Autre consideration, ajoule M. de Coppet : ciiacun admet que, 
lorsque la temperature de I'air s'elijve aii-dessus de 33 degres, la pous- 
siere de sulfate de soude doit perdre le pouvoir de fuire cristalliser la 
solution sursaturee. Comment Tacquiert-elle de nouveau? Suivant 
M. Gernez, de deux manieres seulement : par le contact avcc un cristal 
de Na'SO', loH'O deja conslitue, ou par uii abaissement de tempera- 
ture jusqu'a 8 degres au-dessous de z^ro. La premiere de ces conditions 
sera difficilement realisable, et la seconde pourra sc faire longlemps 
attendre. • D'abord je ferai remarquer que la temperature de 33 de- 
gres n'est guere frequente et qu'elle ne se manifesle qu'en un petit 
nombre de points de la surface du sol dont In temperature est toujours 
reiativement basse, sauf aux points directement exposes aux rayons so- 
laires. Pour ce qui est des germes de sulfate de soude qui seraienl des- 
liydrates par la ehaleur, ils se contporteraient comuie lesantres corps 
solides en suspension dans I'atmospbere ; ceux qui n'auraient pas ele 
portes a une temperature superieure a 33 degres agiraient seuls sur 
les solutions sursaturees. C'est meme peut-etrc a cette cause qu'il fau- 

Jnn. dt t-Ec. TtormaU. i* S*rle. Tome V. - FivHIW iRiO. l) 
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drait attribuer la presence plus frequenle de ces germes de sulfate de 
soude dans les endroits babites qu'en rase campagne. 

Plulot que de renoncer aux deux vari^tes isom^riques de sulfate de 
soude anhydre, M. de Coppet aime mieux admellre Texistence de la 
troisieme variete que je lui proposals, celle qu'on obtient en laissant 
pendant quelques jours dans un milieu sec une coucbe trfes-mince de 
sulfate de soude a 7H0t qui s'efQeurit aussi (res-facilementt etdoat le 
contact produit iinmediatement dans les solutions concentr^es des cris- 
taux a 7 HO. 

Admettantcette troisieme modification isom^rique, M. de Coppet ne 
s'est pas aperQu qu*il est oblige d'en admettre bien d'autres. Eq effet, 
j*ai indique plus haut que le fait dont je viens de parler n'est pas particu- 
lier au sulfate de soude, qu'ilpresente un certain caractere de generalite, 
et que je I'ai observe avec les solutions sursatur^es de chromate neutre 
de soude, d'azotate de chaux, d*hyposulfite de soude, etc. II faudrait 
done admettre, d'apres les idees de M. de Coppet, qu'il y a autant de 
vari^tes isom^riques de sel anhydre qu'il y a d*hydrates difi^rents de 
chacun de ces sels; car chacun d'eux, expose dans un milieu sec oil il 
perd a un infiniment petit pr^s la totalite de son eau d*hydratation, con- 
serve la propri^t^ de produire dans les solutions sursaturees des cris- 
taux de meme composition et de meme forme qu*avant la deshydrata- 
tion. 

Pour I'acetate de soude, Thyposulfite et Tazotate de chaux par 
exemple, j'ai reconnu que Ton pent faire naitre a volonle au rooins 
deuxhydrates differents dansdes solutions convenablement concentrees, 
suivant qu'on seme une parcel le de Tun ou Tautre de ces hydrates ef- 
fleuris ou non; il y aurail done Irois varietes isomeriques de ces sub- 
stances. II en serait de meme des solutions de chromate de soude. 

Je crois qu'on admettra bien plus facilement que, exposees k la tem- 
perature ordinaire dans un milieu aussi sec que Ton voudra, ces sub- 
stances ne perdent pas les dernieres traces de Teau qu'elles contiennent, 
et par suite qu*il reste une parcelle de Thydrate primitif qui sufTit, 
quelque petite qu'on la suppose, pour determiner dans la solution sur- 
saturee la formation de cristaux ayant a la fois sa forme et sa composi- 
tion. 

II est, toutefoisy une hypoth^se bien plus s^duisante que cette ex- 
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plication tres-simple, et qui s'eUit depuis longtemps presentee a mon 
esprit : elle consiste a admettre que par refQorescenee ehaque mole- 
cule cristalline conserve sa charpente, quelle qu'en soit du reste la foriney 
de telle sorte que, les atomes d'eau se degageant, leur place reste pour 
ainsi dire inoccup^e jusqu'a ce que la molecule soit mise de nouveau 
en presence de Teau qui vient alors reprendre sa place. S'agit-il d'une 
md^cule de sulfate de sonde a 7 HO; lorsqu'elle a perdu par efflores- 
cence Teau qu'elle contient, elle ne pent en presence de Teau absorber 
que 7HO et redonner la molecule primitive; de meme la molecule de 
sulfate ordinaire a loHO effleuri doit reprendre toute I'eau qu'elle a 
perdue. Cette bypolbese rendrait compte de tons les phenom^ncs ob- 
serves; mais je n'ai pas reussi k inslituer un systemc d'experiences 
dans lesquelles la cristallisation ne put pas elre plus simplement attri- 
bute a Taction d'une parcelle infmiment pelite ayant echappe k la 
d^shydratalion. 

J'ai dit plus baut que les solutions qui prcsentent les particularit^s 
que je viens d'^tudier sur le sulfate de sonde sont assez nombreuses; 
je vais terminer ce Memoire en appliquant les considerations que j'ai 
etablies pr^c^demment k Texplication de quelques-unes des particula- 
rit^s que presente T^tude des solutions sursaturees de borax (*). 



X. — Proprietis des solutions sursaturees de borax. 

Depuis les observations de Payen et de Robiquel et Pellerin, on sait 
que le borax pent former avec Teau deux bydrates contenant, Tun 5 equi- 
valents d'eau et cristallisant en octaedres reguliers, Tautre 10 equiva- 
lents etcristallisant en prismes rbomboidaux obliques. On admet com- 
munement que les cristaux NaO^BoO' + 5H0 constituent une forme 
du borax stable seulemeut k une temperature relativement ^levee, et 
que le sel NaO^Bo 0' +- loHO est la forme stable a basse temperature^ 
assimilant ainsi les deux varietes de borax aux formes dimorphiques 



( ' ) Sar les conditions de la formation du borax octaedrique ( Comptes rcndus^ t. LXXVUl, 
p. 68, 5 Janvier 1S74). — Sur la transformation du borax octaedrique en borax prismatiqiu* 
(Bulletin de la Soci^te phihmathique, t. XI, p. 7, 14 f^vrier iS74)« 

6. 
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(lu soufre, des acides arsenieux et antimomeux, etc. A priori une pa- 
reille assimilation n*a pas de raison d'etre^ puisqu*il s*agit ici de deux 
corps ayant une constitution difierente; mais on Ta etayeesur ce fait 
que la solution concentree de borax donnerait par refroidissementt 
jusqu'a 56 degres par exemple, d'autant plus de borax octaidrique 
qu'elle aurait ete soumise plus tongtemps a TinQuence d*une tempe- 
rature elevee. La chaleur determinerait ainsi dans la dissolution la 
transformation moleculaire qui produirait le borax octaedrique. Le fait 
d*une transformation de ce genre, dans les substances qui presentent le 
dimorphisme, est assez frequent pour qu'on Tait admis dans ce cas 
different sans juger utile d'en eontroler serieusement Texactitude ; je 
vais indiquer sommairement quelques experiences qui etablissent que 
les solutions de borax ne subissent pas les modifications dont il s*agit 
lorsqu*on les chauffe pendant un temps quelconque, et que les pheno- 
menes auxquels elles donnent lieu ne presentent pas la complication 
qu'on leur avait attribuee. 

Lorsqu*on dissout du borax dans une quantite d'eau cbaude» telle que 
la solution refroidie contienne un pen plus de sel qu*il n'en faudrait 
employer pour Tamener a saturation , la solution reste sursatur^c 
et se conserve indefiniment liquide a la temperature ordinaire dans 
un ballon de verre doDt le col maintenu incline ne permet pas aux 
poussieres cristallines disseminees par Toperateur de rencontrer le li- 
quide. Yient-on a la toucher avec une parcelle de borax prismatique, 
Texces de sel dissous se depose rapidement sous forme de cristaux pris- 
matiques. 

Si la solution est tres-concentree au contraire, si elle contient, par 
exemple a 1:2 degres, de i,5 de sel pour a d'eau distillee, si de plus 
elle est conservee a Tabri des poussieres de borax, elle abandonne peu 
a peu spontanement des cristaux octaedriques qui restent transparents 
au milieu de la solution, laquelle est encore assez riche en sel pour 
elre sursaturee, et Ton pent y faire naitre des cristaux prismatiques 
par le contact d'une parcelle a 10 Univalents d*eau. 

Ce depot de cristaux octaedriques, dont Tabondance depend de la 
concentration du liquide, s*effectue a toutes les temperatures pendant 
le refroidissdment, meme a 8 degres; le poids de ce depdt est le m^me 
dans les solutions que Ton a soumises k une Ebullition de plusieurs 
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heiires (sans perte d'eau] et dans celles dont ['ebullition n'a dure 
qu'une minute. 

De plus, la solution concentree par evaporation dans le vide abau~ 
donne peu a peu, sous forme de cristaux oclaedriques, tout le sei qu'elle 
contient. 

II en est de meme lorsque la solution sursaturec a ete obtenue a froid, 
<'e qu'il est facile de realiser en dissolvant le borax dans un grand exces 
d'eau, pour eviter qu'il resle dcs parcelles non dissoules, puis en coa- 
centrant peu a peu la solution dans le vide sec a une temperature de 
10 a la dcgres; dans ce cas encore tout le sel se depose sous forme 
d'octaedres sans lesidu ('). 

Ainsi, que Ton dissolve du borax prismatique dans i'eau", et que Ton 
soumette la solution a uoe longue ebullition, puis, qu'on seme, pendant 
le refroidissement, des cristaux prisniatiqucs, il ne sc developpe que 
des cristaux de meme forme et de meme composition, tant qu'il y a 
sursaturation, el le resle du sel dissous se depose aussi sous forme pris- 
matique si I'on evapore le liquide a une temperature inferieure a eelle 
a laquelle le sel h lo equivalents d'eau se deshydrate. D'un autre cote, 
vient-on a soumettre une solution identique a la precedente a I'evapo- 
ration, avec ou sans cristaux oclaedriques, i! ne se developpe que des 
cristaux do cette forme. Du reste, on arrive aux memes resultats si i'on 
repete la meme experience avec des solutions de borax oclaedrique. On 
pent done transformer totalement a volonte le sel dissous en sel oclae- 
drique ou prismatique suivant la nature du germe cristallin intro- 
duil : les deux hydrates se comportent en dissolution de la meme ma- 
tt lere. 

En resume, les formes oclaedrique et prismatique que pr^scnte le 
borax peuvent s'obtenir toutes deux a basse temperature, la premiere 
sponlanement par le refroidissement d'line solution chaude ou I'evapo- 
ralion a froid d'une solution etendue; sa production est analogue a celle 
des cristaux NaO SO' + 7HO dans lessolutionsconcentreesde sulfate de 

(1) LorBqu'on r6alise cette esp^rieaco avec uno solution tr^B-dtendue, il convient de ne 
pas meltre trop rapidempnt la solution avec un grand rdclpienl comply te men t vide d'air cl 
conlenant de I'acide sulfuriijue concenlrS pour absorber la vapeur d'eau ; cur I'^vuporalion 
e«t tenement aclive, dans co c^b, qu'il en r^sulte un rerroidisEement capable de solldiEier 
presquo imm6dia(einenl la plus grande partie de I'eau qui tienl le sel en dissoluliuo. 
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soude; Taulre, la forme prismatique, ne se produit pas sponlaoement^ 
meme a la temperature ordinaire : clle ne prend naissance qu'au contact 
d'un cristal prismatique, comme les cristaux de NaOSO'-i-ioHO, qui 
ne se forment qu'au contact d'un cristal de cette substance ou d'un 
corps isomorphe. Ce n'est done la qu*un cas particulier d'un pheno- 
mene dont j'ai fait ressortir la generalite, et il n'y a pas lieu d'attribuer 
k Taction prolongee de la chaleur sur la solution de borax un effet d'une 
nature particuliere. On pourrait peut-etre se rendre compte de ce re- 
sullaty annonce par divers observateurs, en admettant que Ton ait 
par une longue Ebullition concentr6 suffisamment la solution pour 
qu'elle abandonne une plus grande quantite de sel k 5 HO. 

Si Ton 'en rapporte nux resultats que j'ai signales precedemment, 
Texplication des faits observes sur le borax est des plus simples. La 
temperature de 56 degres, qu'on a indiquee comme limite inf^rieure 
k la production du borax octaedrique, n'est en r^alite qu'une tern- 
perature voisine de la limite superieure a laquelle on pent observer la 
production du borax prismatique, car le sel perd une partie de son 
eau k cette temperature; au-dessous de cette temperature, la solution 
de borax touch^e par des cristaux prismatiques donne des cristaux de 
cette forme. C'est ce qu'on observe dans les fabriques de borax, oil Tat- 
mospbere contient toujours des parcelles de borax NaO 2B0O' + loHO 
plus ou moins efQeuri, lesquelles agissent de la meme maniere que.le 
sel non effleuri. 

Au contraire, le borax octaedrique NaOaBoO'-f-SHO se produit 
spontanement dans les solutions conceutrees et a loute temperature; 
mais la solution au sein de laquelle il se depose contient encore assez 
de sel pour etre sursaturee par rapport au sel prismatique plus hydrate t 
il resulte de la que, si Ton opere sur une solution concentree dans la- 
quelle se sont deja deposes des cristaux octaedriques, au contact des 
parcelles prismatiques la solution abandonne des cristaux de meme 
forme, qui, apres s*etre developpes librement dans le liquide, envabis- 
sent peu a peu Teau mere interposee entre les assises cristallines des 
octaedres qui sont ainsi traverses par des cristaux de forme et d'indice 
de refraction differents^ de sorte qu'ils deviennent graduellement d'un 
blanc opaque, a mesure que cette cristallisation fait des progres dans 
leur interieur. 
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Pour demontrer, du reste, que dans cette circonstance il n'y a pas, 
coDtrairement a une opinion re^ue, transformation du borax octae- 
drique en prismatique par fixation pure et simple do 5 equivalents 
d*eau , j'ai produit par evaporation a froid dans le vide sec des cristaux 
octaedriques dans un ballon de verre jusqu*a ce qu*il ne restat plus de 
liquide. Apres avoir laisse rentrer dans le ballon de Tair lave soi- 
gneusement, je Tai dresse de maniere que son col tenu verticalement 
plongeat dans un vase rempli d*eau et j'ai ferme le ballon par un bou- 
chon, en laissant une couche d'eau d*environ 2 centimetres sur le bou- 
chon a Tinterieur du ballon. Lcs cristaux octaedriques fixes sur les pa- 
rois de ce vase n'ont pas larde h se trouver dans une atmosphere salur^e 
d'humidite, et cependant.ils n'ont perdu ni leur forme, ni leur trans- 
parence. Je conserve un ballon prepare do cette maniere le 10 fe- 
vrier 1874, et dans lequel on pent voir encore aujourd'hui des octae- 
dres de borax parfaitement limpides, bien qu*ils aient s^journe pendant 
35o jours dans une atmosphere saturee de vapeur d*eau. 

Comment se fait-il cependant qu*au bout d*un certain temps les so- 
lutions contenant primitivement du borax octaedrique finissenl par 
ne plus contcnir que du borax prismatique? C'est un fait d'experience 
qui s'explique facilement d'apres les principes exposes precedcmment, 
bien qu*il paraisse etre en contradiction avec leurs consequences. 

Remarquons d*abord que, si Ton fait une solution, saturee de borax 
prismatique ou peu sursaturee, et qu'on amene au contact de la solu- 
tion un crista! octaedrique, il se dissoudra si Ton opere a la tempera- 
ture ordinaire. 

Cela pose, considerons une solution sursaturee dans laquelle sont de- 
poses des cristaux octaedriques, et touchons-la avec un crislal prisma- 
tique, la solution donnera des cristaux prismatiques qui croitront 
meme aux depens de Teau mere interposee dans les octabdres. Alors, 
s'il y a assez d*eau pour que le reste de la solution soil seulement sa- 
tur^ par rapport aux cristaux prismatiques, une petite quantite du sel 
octaedrique pourra se dissoudre, et concentrera la solution, qui aban- 
donnera de nouveau des cristaux prismatiques sur ceux qui se sont deja 
produits, et le meme phenomene continuera, de sorte que peu a peu, 
a mesure que les cristaux octaedriques se dissoudront, il se deposera 
des cristaux prismatiques qui finiront par rester seuls dans la solution. 



48 I). GERNEZ. — RECHERCHKS, ETC. 

G'est ainsi que des cristaux octaedriques laiss^s dans une atmo- 
sphere saturee d*humidite finissent par se transformer totalement en 
crislaux prismatiques lorsqu'on a mis uo de leurs points en contact 
avec un cristal prismatique. On concoit par ce qui precede que cette 
transformation est plus rapide lorsqu'on mouiile les cristaux octae- 
driques. 

aS Janvier 1876. 
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Aux d£riv£es partielles du premier ordre, 



ET RENFERMAXT 



UN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES INDfiPENDANTES 



Par M. J. COLLET. 



Supposons que Ton propose de determiner les solutions communes a 
un systeme de m Equations 

dans lesquelles/o/2,...,/„ designent des fonctions quelconques de 
n variables independantes ^i» ^2»...f qn et des derivees partielles /i« , 
Ptf"'* Pnf prises par rapport a ces variables, d'une fonclion inconnue 
qui, d'ailleurs, n'enlre pas dans ces diverses Equations. 

Pour que le probleme soit possible, on sait que, si Ton pose, pour 
plus de simplicite, le symbole [fi^fh]^ egal a Texpression suivante : 



1 



dfidfu df^df. 



dqk dpk dpk dqh 

ii est necessaire et suffisant que les fonctions qui formenl les premiers 
membres des equations proposees satisfassent, prises deux a deux de 
toutes les manieres possibles, a des conditions de la forme {fhfk) = o. 
Les conditions precedentes doivent etre satisfailes soit identiquement, 
soit en verlu des equations proposees. Si cela n*a pas lieu, le pro- 
bleme est impossible a resoudre dans la generalite avec laqueile il est 

Ann, de Vtc. Normale. i* Serie. Tome V.— F£vrim 1876. 7 
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pose; mais it peut neanmoios admettre des solutions plus particu- 
lieres, en etablissant de nouvelles relations enlre les derivees partielles 
de la fonction chercliee et les variables independantes, ce qui diminue 
la generalite du probleme. 

Voici comment on opere pour cela : 

Si la fonction ifhfh) ne s'annule pas, on I'egale neanmoins a zero, 
ce qui donne une nouvelle equation qui» jointe aux proposees, devra, 
comme elles, etre satisfaite par toute solution commune. Le nombre 
des equations a integrer simultanement augmente ainsi d'autant d'uni- 
tes qu'il y a de conditions non satisfaites par les equations proposees. 

On traitera ie nouveau systeme comme Tancien, et ainsi de suite jus- 
qu*a ce que Ton arrive h un systeme d'equationssatisfaisant toutes aux 
conditions d'integrabilite. 

Si Ie nombre des equations de ce dernier systbme se trouve inferieur 
ou egal a n, le probleme est possible; mais le contraire a lieu si ce 
nombre est superieur k n. 

On voit que Ton peut arreter les calculs quand le nombre des equa- 
tions distinctes est egal a n, et, si alors elles ne satisfont pas toutes aux 
conditions enoncees, Ie probleme est impossible. 

Mais, pour decider de la possibilite ou de Timpossibilite du pro- 
bleme, il ne faut conserver que les equations distinctes ; et, pour les 
distinguer de celles qui ne le sont pas, il faudrait connaitre les rela- 
tions qui peuvent exister a priori enlre les functions que Ton obtient 
en faisant ainsi une application reiteree de Toperation designee par le 
symbole {fhfk)* soil aux functions proposees, soit k celles qui resultent 
deja de cette operation; et, en suivant cette voie de recherches, on est 
conduit a se demander si le nombre des fonctions distinctes que Ton 
peut d^duire d*une serie donnee de fonctions, par Toperation repetee 
dont nous nous occupons, est limite ou illimite. Cette question a, 
d'ailleurs, son importance pratique; car, si elle se resolvait par I'affir- 
mative, tons les systemes seraient integrables lorsque Ie nombre des 
variables depasserait pour chacun d*eux une limite assignable. 

La resolution de ces diverses questions fait Tobjet de ce Memoire, et, 
comme il ne sera fait aucune hypothese particuliere sur la forme des 
fonctions, les resultats auxquels on parviendra se presenteront avec 
toute la generalite desirable. 
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§ I. — Definitions et notations. 

Si Ton considere deux fonctionsy el ^ de an variables yi, g-if'^qin 
PifP%9'"iPnf ^ui se correspondent deux a deux, p^ a q,^, nous designe- 
rons sous le nom de comhinaison differentielle de ces deux fonctions 
Toperation indiquee par la formule suivante : 

h=n 



Zd \ dqk dph TIpi, dqh ) * 



et nous represenlerons par le symbole (9, ^) le resultat de cette opera- 
tion. 

Si Ton donne une suite /,,/2,...,/„ de fonctiops analogues aux pre- 
cedenles 9 et ^, on pourra les combiner deux a deux; puis les resultats 
obtenus pourront Stre de nouveau combines soit aux functions don- 
nees, soit entre eux, et ainsi de suite. Les fonctions nouvelles ainsi ob- 
tenues seront designees sous le nom Ae fonctions complexes ^ par opposi- 
tion avec les proposees qui seront dites simples. 

Quant au mode de notation a employer pour designer ces fonctions 
complexes, nous representerons par le symbole (y, ^y X,...) la fonction 
obtenue en combinant 9 et ^, puis le resultat de cette operation avec X, 
et ainsi de suite. 

Parmi les fonctions complexes que Ton peut deduire d*une serie 
donnee de fonctions simples, nous distinguerons particuliferement 
celles qui ne sont form^es que de fonctions simples, comme (/, 
fky/h*'")' La consideration de ces fonctions est importante; car, 
dans la suite, nous prouverons que toutes les autres fonctions com- 
plexes sont des fonctions lineaires de fonctions de cette espece particu- 
liere. Aussi, pour plus de simplicite, les designerons-nous sous le nom 
de fonctions canoniques. Le nombre des fonctions simples entrant dans 
Tune de ces fonctions sera Vordre de cette fonction. Enfin on pourra les 
representer en rempla^ant les fonctions simples par leurs indices res- 
pectifs dans le symbole adopte pour la representation des fonctions 
complexes. Nous ajouterons a ces definitions quelques remarques evi- 
dentes. 
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D'apres la definition meme de Toperatioa qui nous occupc, il re- 
sulte que, dansune fonction complexe (f, ^9 X,.-*)' ^" peut considerer 
comme effectuee la combinaisoD d'un nombre quelconque de fouctions 
successives en commenQant par la gaucbe, et que, reciproquement, la 
premiere fonction k gauche, si elle est complexe, peut etre remplacee 
par ses fonctions composantes; que Ton a identiquement 

ou, plus generalement, que Ton change le signe d'une fonction en 
changeant Tordre de ses deux premiferes fonctions constituantes, cVst- 
a-dire que Ton a 

(2) (9, '^, ).,...) = —(^f 9, x,..-); 

et enfin que, si 9 est une somme de fonctions telle que 9, -+- f 2 ■+- • • • t 
on a identiquement 

(3! (9, ^) ==(?.. ^)-^;9«» ^) -+-••• 

ct aussi 

§ II. — Developpement des fonctions complexes quelconques 

en fonctions canoniques. 

Nous nous proposons d'etablir la proposition generate suivante : 

Theoreme. — Siffy i, 5,..., [L sont des fonctions quelconques ^ simples 
ou complexes^ la fonction (9, ^, 5,..., /x) s'exprime lindairement en fonc- 
tions canoniques. 

La demonstration de ce theoreme est basee sur le lemme suivant du 
a Jacobi : 

Lemme. — Si 9, ij^, designent trois fonctions quelconques de ^,, 
^2 ♦ • • • ' 9/i5 />! » />2 1 . • . » Pn9 on a identiquement 

(4) (?• 'h 0)-^[e, 9, vH + (^^, 9, 9:^ = 0. 

Si Ton pose 

^\aqh dph dph dqh) 
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on aura 



\9''^.»i-2m L ^7* dpt dp, dqtj 



=11 ( 



dqh dphdqk dpk dqkdqk) dpi, \dqk dpkdpu dph dqhdpk) dqi 

_ (^ rf'<p </4> rf'9 \ fl[9 /rft|/ rf'9 _!^ rf'9 W^l 
\dqh dphdqk dph dqkdqk) dpk \Sqh dphdpu dpk dqkdpk) dqk\ 

On obtiendra les developpements de (5, 9, vj/) et de ('|, 9, 9) en rem- 
plagant, dans la formule precedente, les leltres 9, ^^ successivemenl 
paries suivantes fi, ©, ^, puis par ^, 0, 9. On peut alors demontrer I'iden- 
tite (4) en faisant voir que tons les termes qu'elle contient se detrui- 
sent deux k deux. Considerons, par exennple, les termes en d^^. Pour 
prouver que ces termes s'entre-detruisent, il sufBt de remarquer que 
lesfonctions (9, tj^, 0) et {^^ 9, 9) renferment seules des termes de I'es- 
pece consideree; que les termes en question entrant dans la premiere 
de ces deux expressions sont les memes en valeur absolue que ceux 
qui entrent dans la seconde, et enfin que les signes des termes sem- 
blables sont contraires dans les deux expressions. Cette derniere asser- 
tion resulte de cette remarque que, dans la valeur qui precede (9, \^, 5), 
un terme contenant une d^rivee seconde de 9 est positifsi les deux va- 
riables par rapport auxquelles on difT^rentie sont de meme espece, 
negatif dansle cas contraire, et que Tinverse a lieu pour les termes en 
(P^. Comme, dans Texpression {^, 5, 9), ^ a precisement la place de 9 
dans la premiere expression consideree, ce que nous avons avanc6 se 
trouve pleinement justice. 

Comme on raisonnerait de meme pour les termes en d^(p et en d'^O, 
le lemme enonce est done completement demontr^. 

Cela pose, revenons au theorfeme propose. 

Nous etudierons en premier lieu le cas d'une fonciion composee de 
deux fonctions canoniques, (p ett^. 

Pour trouver une loi, nous etudierons d'abord deux cas particuliers. 

i^ Supposons que la fonction ^ soit du second ordre, 

on aura 
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Mais, d'apres le lemme qui precede, on a 

[fhfh. 9)-^{9^fnfk)-^(fh> T'/) = o; 
d'oii I'on tire, en tenant compte de la formule (2), 

ee qui est conforme autheoreme enonce. 
2^ Supposons que ^ soit du troisierne ordre, 

Posons 

^=(^../,^ ^. --'/•, /a!, 

on aura, d'apres la formule (4)« 
d'oii Ton tire 

(61 (+.»/*» 9) o\x [^, 9)=:;9,/*, ^^.)-(?. ^m/*). 

Mais 

lesfonctions composaDtesmisesentre parentheses devant etre prealable- 
ment combinees. D*ailleurs, si dans la formule (5) on remplace 7 par 
(?»/*)» 0^ obtiendra la valeur de [/h/h^ (?»yi)]» ct par suite la suivante: 

D'autre part, par un calcul semblable, on trouve 

(9, 4,.) = --(/,/,, 9) = -(9.A/-)-^-(9./-./vi; 

d'oii, d'apres la formule (3), 

(8; (9, ^o/o-~(9»^y:>/*)-H(9./-.A/*). 

Porlaut maintenant les valeurs (7) et (8) dans I'egalite (6), on aura 

^ . j t^»9)ou(/»/A./*»9) = (9»A/»/*)-(9./*./A../;) 

ce qui est encore conforme au th^orfeme enonce. 
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De la comparaison des formulcs (5) et (9) on peut deja deduire une 
loi pour la formation des termes du developpemeni de la fonction 
(^,9), dans le cas ou ^ et 9 sont canoniques, loi que Ton demontrera 
ensuite elre applicable a tous les cas. 

Un terme quelconque du developpemeni est carccterise par son signe 
et par Tordre des indices des fonctions qui enlraient dans la composi- 
tion i]e^. 

Si Ton compare, comme on Ta dit, les formules (5) et (y), on re- 
connait lout de suite que les permutations des indices qui repondent aux 
termes de la formule[^) peuvent se deduire de celles des termes de la/or- 
mule {5)^ en les faisant successivement suivre oupricdder de Vindice k qui 
n'yentrepas^ le signe dechaque terme etant conserve dans le premier cas 
et change dans le second. 

La formule (5) pourrait elle-meme se deduire, en suivant la meme 
loi, de I'idenlite (/), y) = ~ (?>/)• 

Nous allons demontrer que cette loi est genercUe. Pour cela, nous 
prouverons que, si elle a lieu quand la fonction i^ est du n'^"'^ ordre, elle 
a encore lieu quand cette fonction est d'ordre n -1- i. 

Soit ^ une fonction canonique d'ordre n -h i; si^ est la derniere 
fonction entrant dans sa composition, on pourra poser 4' = ('^m/i), 
^, etant une fonction du /i*'"**' ordre. On aura, d'apres les formules (5) 
et (2), 

attcndu que Ton devrait avoir 

el que 

Or les termes du developpement de (']^,, f^f%) sont ceux de (i{;,, 9), 
que Ton doit successivement combiner a/a en conservant les signes; 
en d'autres termes, les permutations des indices dans les differents 
termes de (tj/,, 9»/t) se deduisent de celles de (ij;,, 9) en les faisant sim- 
plement suivre de a, sans changer les signes correspondants. 

D'un autre c6te, les termes du developpement de — ['},, ('f./a)] sont 
obtenus en developpant — (^1.91) etremploQant ensuite 9, par (9,7^). 
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Or les permutatioDS dcs indices du terme de (ij^i, ^J sont Ics memes 
que celles des termes de (ij^,, 9). En retablissant (9,/a) a la place de 
9i, onfera precederchacune des permutations precedentesde Tindicea. 
D'ailleurs, les lermes de — [t];,, (?>/a)] seront de signe contraire avec 
ceux du developpement de {^^, f). 

Nous pourrons done conclure, en rapprochant les resultats relatifs 
aux deux groupes de termes qui precedent^ que la loi enoncee a lieu 
quand tp est d'ordre quelconque. 

D'apres cela, le developpement de la fonction composee {^, 7) peut 
facilement Stre obtenu, 9 et ^ ^tant des fonctions canoniqucs. Ce de- 
veloppement se compose d'une suite de termes formes des fonctions qui 
composent 9, suivies des fonctions qui composent^pt ces dernieres etant 
permutees d'une fagon convenable. Pour effectuer le developpement* il 
suffit done de connaitre la permutation des indices des fonctions de ^^ 
et les signes rep.ondent aux diverses permutations. Ces permutations, 
avec leurs signes respectifs, seront, pour simplifier le langage, desi- 
gnees sous le nom Aq permutations canoniques des indices de la fonc- 
tion i{/, et nous conviendrons de donner k chaquepermutation un signe 
contraire de celui du terme correspondant dans le developpement. 

Soit, par exemple, 

On formera successivement les permutations de 2, 3,... indices a partir 
du premier a gauche, chacun des groupes de permutations se deduisant 
du precedent en suivant la loi de developpement qui vient d'etre etablie. 
On aura ainsi, pour les permutations des deux premiers indices, 

4-(i, 2), —(2, i); 
puis, pour les trois premiers, 

-f-(i,2, 3), —(2,1,3), —(3,1,2), -4- (3, 2,1), 

et ainsi de suite. Done enfin les permutations canoniques des indices 
de ^ seront les suivantes : 

-i- 11,2,3,4,5). - (2, 1,3,4,5), - (3,1,2,4,5), -+-(3,2,1,4,5), 

- i5, 1,2,3,4), -^(5,2, 1,3,4), -^-(5,3, 1,2,4), —(5,3,2, i,4), 

- 14, I, 2, 3, 5), -f- (4, 2, 1, 3, 5), -4- (4, 3, I, 2, 5), - (4, 3, 2, I, 5), 
-f. ^5, 4, I, 2, 3), - (5, 4, 2, I, 3), - (5, 4, 3, 1,2), -4- (5, 4, 3, 2, i ), 
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Le developpement de la fonction (v{/, 9) sera alors le suivant : 

-^- (?/*//»/;/.) - (?//.//s/4) - (9/;//.//o -H (9/./3/././0 

- [9fJJJJ^) -+- (?/*/./././.) -f i9fJJJJ^) - {9AMM) 

Le nomhre des termes du developpement de la fonction (^p, ^), ou ^{; 
et f) sont des fonctions canoniques quelconques, s'obtient infim^diate- 
ment en remarquant qu'il ne depend que de Tordre de la fonction \|/, 
et qu'il double lorsque cet ordre augmente d'une unite. Ce nombre 
etant 2 quand ^ est du second ordre, le nomhre des termes sera 2""'* si 
nest r ordre de la fonction ^. 

Tout ce qui precede subsiste, quel que soit Tordre de la fonction ^. 
Si nous supposons que cet ordre soit egal a Tunite, c'est-a-dire que 9 
soit une fonction simple, le premier membre du developpement sera 
une fonction canonique qui sera alors developpee en fonctions de la 
meme espece. Ces developpements constituent alors des relations entre 
des fonctions canoniques de meme ordre. 

On pent done enoncer le theoreme suivant : 

Toute fonction canonique peut s'exprimer Undairement en fonctions 
canoniques du mime ordre. 

On verra plus loin quelle est I'importance de ces developpements. 

Pour ce qui concerne les permutations canoniques, comme elles 
jouent un rdle tres-important dans la suite de ce travail, nous eludie- 
rons leurs principales proprietes dans le paragraphe suivant. Quant a 
present, pour completer la demonstration du theoreme concernant le 
developpement des fonctions complexes, il reste a prouver qu'il s'etend 
a ^^% fonctions quelconques, en nombre quelconque. 

Cela est d'abord evident pour une fonction composee seulement de 
fonctions canoniques; car, si (^, 9, d,...) est une teTle fonction, on de- 
veloppera d'abord la fonction (|, 9), puis on combinera chacun des 
termes obtenus avec la fonction d, et Ton developpera de nouveau, et 
Ton continueraainsi jusqu'a ce que Ton ait epuise toutes les fonctions 
canoniques qui entrent dans la composition de la fonction proposee. 

Pour. passer de la aux fonctions complexes quelconqucs, il sufTit de 

/inn, de I'Ec, ^^ormals. a* Serie. Tome V. — Fevr er 187G. 8 
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remarquer que les foDCtions composantes de ces dernieres, si elles ne 
sont canoniques, resulteronl de la combinaison d'aulres fonclions qui, 
a leur tour, si elies ne sont pas canoniques, proviendront de la combi- 
naison de fonctions plus simples. En continuant ainsi, on finira par 
trouverdes fonctions canoniques qui, combinees enlre elles, puis avec 
d'autres successivement, reproduiront la fonction consideree. 

On pourra done enfin conclure que toutes les fonctions complexes sont 
des fonctions liniaires de celles que nous avons appelees canoniques. Mais 
ces dernieres ne sont pas elles-memes loutes distinctes, et nous aurons 
a etudier dans la suite les relations qu'elles presentent entre elles. 

§ III. — Proprietes des permutations canoniques. 

Si, en suivantla regie donnee a cet efTet, on forme les permutations 
canoniques d'un arrangement quelconque d'indiccs, (a, /3, y, 5,..., Xy, 
par exemple, on remarque que, dans chacune d' elles, a partir de a 
et en allant a droite ou a gauche, les indices se succident toujours dans 
Vordre oil ils se trous^ent dans V arrangement primitif et il est evident 
qu'on a toutes les permutations satisfaisant a cette condition. D'aiU 
leurs, d'apres la regie donnee, le signe change autant do fois qu'un 
nouvel indice est place a gauche de a; et, la permutation qui com- 
mence par a etant positive, une permutation quelconque sera positive ou 
negative, suivant que le nombre des indices places a gauche de a sera 
pair ou impair. 

Si, pour plus de generalite, on suppose que Tarrangement primitif 
donne soit prec6de du signe -l- ou du signe — , on dira qu une permu- 
tation quelconque est de mime signe ou de signe contraire^ suivant que le 
nombre des indices places a gauche de a est pair ou impair. 

Cette remarque pent servir de definition aux permutations cano- 
niques d'un arrangement primitif donne et fournir une nouvelle loi 
pour leur composition. 

Si Tarrangement primitif, suppose positif, est, par exemple, le sui- 
vant : -f- (a, i, 2, 3, 4» 5), la premiere permutation sera -^{ol^ i, 2, 3, 
4» 5). Formons maintenant toutes les permutations qui n'ont qu'un in- 
dice a gauche de a. : elles seront toutes negatives, et il suiTira pour les 
obtenir de faire passer a gauche de a successivement et isolement cha- 
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cun des indices qui le suivent. On aura ainsi la suite 

— (i,a,2,3,4,5), — (2,a,i,3,4,5), —(3,flr, i, 2,4,5], 

— (4,a,i,2,3,5), —(5,a,i, 2,3,4). 

Pour composer !es permutations qui conliennent deux indices a 
gauche de a, lesquelles seront toutes positives, on transportera isoie- 
ment a gauche de chacune des permutations qu'on vient d'oblenir ceux 
des indices qui suivent a, et qui, dans I'arrangement primitif, sont a 
droite de celui qui est a gauche de a dans la permutation consideree. 

On aura ainsi les groupes suivants, au nombre de quatre seulement, 
la derniere permutation deja obtenue n'en donnant pas de nouvelles : 

-4- (2, i,a,3,4,5), + (3,2,a, 1,4,5), 4- (4, 3,a, i, 2, 5). 4- (5,4, «, », 2> 3 j, 

-4- (3, I, a, 2,4,5), -+-(4,a,a, 1,3, 5), -f- (5, 3,a, i, 2, 4), 

-f- (4, i,a, 2, 3, 5), -+- (5, 2, a, i, 3,4), 
4- (5, i,a, 2, 3,4)> 

On continue ainsi successivement. Chaque permutation obtenue en 
donne un groupe de nouvelles, en portant a sa gauche successivement 
ceux des indices qui sont a droit^de a et qui, dans Tarrangement pri- 
mitif, suivent aussi Tindice qui commence la permutation consideree, 
les nouvelles permutations etant d'un signe oppose a celui de la per- 
mutation dont on les deduit. 

On voit facilement que cette loi de formation donne bien toutes les 
permutations possibles satisfaisant aux conditions enoncees plus baut; 
qu'ellessont toutes distiiictes, etque, par suite, cette nouvelle loi pour 
la formation des permutations canoniques d'un arrangement primitif 
propose pent etre consideree comme definissant ces permutations. 

Comme verification nous formerons, en suivant Tune et Tautre loi, 
le tableau comptet des permutations canoniques de Tarrangemcnt 
(a, 1, a, 3, 4, 5). 

La premiere loi de formation donne 

4- i^a, 1,2, 3,4,5) — (i,a, 2, 3,4,5), — (2, a, i, 3,4,5) 4- (2, i,a, 3,4, 5), 

— i3,a, 1,2,4,5) 4- (3, 1, a, 2, 4, 5), 4- (3, 2-, a, i, 4, 5) — (3, 2, i, a,.4,5), 

— v4, a, 1,2,3,5) -t-(4, >>«, 2,3, 5), 4-(4, a,a, f,3, 5) — (4, 2, i, a, 3,5), 

4- 4> 3, a, 1,2, 5) — (4,3, i,a,2,5), — (4,3, 2,a, i,5) 4- (4, 3, 2, i, a, 5), 

8. 
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— (5, a, 1,2,3,4) 4- 15, i,a,2,3,4\ -f- ;5, 2,a, i, 3, 4) 
-I- (5, 3,a, 1,2,4) — (5,3, i,a,2,4), — (5, 3, 2,a,i,4; 
4- ;5,4.a> «>2>3) — (5, 4, I, a, 2, 3), — i 5, 4, 2, a, i, 3) 

— ;5,4, 3,a, 1,2) 4- ;5, 4f 3, i,a, 2*), -h (5,4, 3, 2,a, i ) 

la nouvelle donne a son lour : 



— 5,2, 1, a, 3,4', 
4- 5,3,2, I, a, 4. 
-i- 5,4,2, I, a, 3:, 

— 5,4,3,2, I, a ; 



-+-(a, 1,2,3 


.4, 


II, a, 2, 3, 


,4, 


4(2, I, a, 3, 


.4. 


4- (3, I, a, 2, 


4, 


4- (4, i,a, 2j 


.3, 


4- (5, i,a, 2j 


.3, 


— (3,2, i,aj 


.4. 


— (4,2, I, a, 


3, 


— (5,2, I, a, 


.3, 


— (4»3, I, a 


.2, 


— (5,3, I, a, 


.2, 


(5,4, i,ai 


,2, 


-- i4>3, 2, I, 


«. 


4- (5, 3, 2, I, 


.«, 


4- (5,4,2, I, 


«> 


4- ;5,4, 3, ij 


.a. 


"~ \^, 4> ^> ^i 


', 



5), 

5), — (2, a, 1,3,4,5), — (3, a, 1,2, 4,5 •, — (4, a, i, 2, 3,5 , 

— (5, a, 1,2, 3,4 \ 

■3,2,a, 1,4,5), 4- (4, 3, a, 1,2, 5), 4- 1 5,4, a, i, 2, 3., 

(4, 2, a, 1,3,5), 4- (5, 3, a, 1,2,4), 

(5, 2, a, 1,3,4 ', 



(5, 4, 3, a, 1,2), 



5), 

5), 

5), 

4), 

5), — ;4,3,2,a, i,5), 

5), — (5,3,2,a, 1,4^ 

4), 

5), — (5,4, 2,a, 1,3), 

4), 

3), 

5), -h (5,4, 3, 2, a, i), 

4), 
3), 

«); 

et il est facile de constater que les deux tableaux qui precedent ren- 
ferment les memes ternies. 

Des regies donnees pour la formation des permutations canoniques 
on deduit immediatement les deux theoremesqui suivent. 

TH^ORiiMe I. — A une permutation quelconque il en repond une se- 
conde, dans laqueUe les indices sont en sens inverse, dans le mime ordre 
que pour la premiire , les signes de ces deux permutations etant diffe- 
rents ou identiques^ suivant que le nombre des indices est pair ou impair. 

Ce theoreme, dont la demonstration pourrait facilemeut se deduirc 
de la premiere loi de developpement, resulte plus simplement encore 
de la seconde. 
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II est evident, en eflfet, que les termes dont les indices sont, en sens 
inverse, dans le meme ordre dans Tun et dans Tautre, seront obtenus 
en permutant un meme arrangement primitif. II reste a determiner 
quels seront leurs signes. 

Soit a le premier indice de I'arrangement primitif. Si le nombre des 
indices est impair, les nombres qui expriment combien il y en a avant 
et apres a, dans une permutation quelconque, seront en meme temps 
pairs ou impairs; done, dans la permutation d'ordfe inverse par rap- 
port a celle que Ton considere, le nambre des indices qui precedent a 
est aussi pair ou impair en meme temps que dans la premiere. Done, 
dans le cas oil le nombre des indices est impair, les signes des deux 
permutations d'ordre inverse seront les memes. 

Le contraire aura lieu si le nombre des indices est pair; car, si dans 
une permutation le nombre de ceux qui precedent a est impair, le 
nombre de ceux qui le suivent, c'est-a-dire le nombre de ceux qui pre- 
cedent a dans la permutation inverse est pair, et, par suite, les deux 
permutations correspondautcs seront alors de signes contraires. 

Theoreme II. — Si les indices qui composent V arrangement primitif 
sont respectii^ement Ut /3, y,..., /x, v, dont le nombre est n^ les nombres de 
permutations qui commencent par ces differents indices sont respectivement 
egaux aux suivants : 



, A, ^^ y 9***9 * 



II est d'abord evident qu*il y a des permutations commemjant par 
chacun des indices a, /3,..., v. 

D'ailleurs, d'apres la loi de formation, cbaque nouvel indice pou- 
vant etre place devant toutes les permutations qui commencent par les 
indices qui le precedent dans Tarrangement primitif, aussi bien qu'a 
la suite de ces permutations, il en resulte que le nombre des permuta- 
tions commenQant par un indice quelconque sera egal au nombre de 
celles qui commencent par les indices qui le precedent. Comme une 
seule permutation commence par le premier indice, et que, d'ailleurs, 
chacun des nombres de la suite i, i, 2, 2^,,.., 2""* se trouve egal a la 
somme de ceux qui le precedent, le theoreme enonce se trouve de- 

montre. 
Remarque, — On peut deduire de la le nombre des permutations ca- 
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noniques d'un arrangement de n indices, Ce nombre est egal a 



«— J r»M— I 



resullat deja obtenu. 

Dans tout ce qui precede nous nous sommes occupe de la composi- 
tion des permutations canoniques d'un arrangement primitif donne ; 
mais le probleme inverse pent etre considere, et nous nous proposons 
de le resoudre, parce que sa solution est necessaire pour la suite de ce 
travail. 

Ce probleme pent s'enoncer ainsi : 

Probleme. — Etant donne un arrangement d'indices quelconques, 
determiner le nombre et la forme des arrangements primitifs dont il pour- 
rait itre deduit par des permutations canoniques, 

Soit (a, p,7,..., 5, K, c,..., X) un arrangement de (/n+ i) indices, et 
cousiderons ceux des arrangements primitifs cherches qui commencent 
par rindice >t, qui occupe le n -h i^^™* rang dans Tarrangement pro- 
pose. 

Un arrangement quelconque de ce groupe se compose de Tindice x 
suivi des m — nindices e,...,X, dont I'ordre relatif est conserve, et 
entre lesquels les n indices ^, . . . , 7, j3, a sont intercales de telle faQon qu'ils 
conservent aussi leur ordre relatif a partir de x. Si Ton choisit, d'une 
maniere quelconque, les n positions parmi les m places qui doivent etre 
occupees par les indices qui seront places a la suite de x, on ne 
pourra disposer que d'une seule fa^on, dans ces n positions, les n in- 
dices cJ^,..., y, j3, a, et les autres indices occuperont ensuite successive- 
ment, en suivant leur ordre, les places restees libi^es. On n'aura done 
qu'une permutation primitive repondant au cboix de n positions a la 
suite de x. 

Si Ton designe par C^ le nombre des combinaisons de m objets pris 
n a n, on pent faire de C^ faQons difTerentes le choix de ces n posi- 
tions; done le nombre des arrangements primitifs commengant par 
rindice x est e^l a C^, et ce qui precede indique comment on les 
composerait. Tons ces arrangements donnant le propose par les memes 
transpositions d'indices a gauche de a seront de meme signe, positifs 
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si n est pair, negatifssi n est impair, Tarrangement propose etant sup- 
pose posilif. 

Si i'ondonnemaintenanta nsuccessivement les valeurs 1,2, 3,...,/w, 
et que Ton ajoute les resultats obteuus en convenant que C^= i, on 
aura le nombre total des arrangements dont le propose pent etre de- 
duit, les signes de ces arrangements etant convenablement eboisis. Ce 
nombre sera 

Le probleme propose etant ainsi resolu pour le cas simple oii les in- 
dices ne sont astreints a satisfaire a aucune condition, nous considere- 
rons actuellement un cas plus compiexe, mais tres-important : c'est ce- 
lui dans lequel r arrangement cherche est astreint a la condition depou-^ 
voir Stre diduit canoniquement d'un autre arrangement primitif donne 
des m£mes indices, 

Cberchons d'abord quelles sont les conditions de possibilite d'un pa- 
reil probleme. Pour cela nous etudicrons d'abord les relations qui doi- 
vent exister entre un arrangement primitif donne et les permutations 
deduites de sespropres permutations. 

Soient, pour fixer les idees, 

(a, a, 6, c, rf,/, g. A, /) Tarrangement primitif donne, 

[g, rf, a, a, 6, c,/, A, /) une de ses permutations commengant par Tun 

quelconque de ses indices, 
(/, A, 6,/, g^ d, a, a, c) une permutation quelconque de la precedente. 

Dans la permutation intermcdiaire les indices sont, par rapport a a, 
dans le meme ordre que dans la premiere; dans la derniere lis sont, 
par rapport a g^ dans le meme ordre que dans la seconde d'ou elle est 
deduite; done, dans la derniere, d'oii Ton devrait partir pourtrouver 
la seconde, pour chacun des groupes separes par g^ les indices sont, 
par rapport a a ou par rapport a celui des indices du groupe qui, dans 
Tarrangement primitif, est le plus voisin de a, dans le meme ordre re- 
latif que dans cet arrangement. D'ailleurs g est un terme commun a 
cbacun de ces deux groupes; il doit done, dans Tarrangement primitif 
propose, occuper un rang plus eloigne de a que chacun des indices 
qui sont immediatement k cote de lui, a moins qu'il ne soit lui-meme, 
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(Jans Tun des groupes, le terme le moins eloigne de a, auquel cas la 
permutation proposee a tons ses indices, par rapport a a, dans Tordre 
de I'arrangementprimitif donne. 

Les conditions qui precedent sont necessaires pour que, la premiere 
et la troisieme permutation etant donnees, on puisse en trouver une, 
telle que la seconde, qui puisse etre deduite de la premiere, et soit sus- 
ceptible de donner la troisieme par des permutations canoniques. 

Ces conditions sont sufiisantes. 

En cffet, si elles sont remplies par la permutation proposee (/» A, b, 
/, g, dj a, a, c) relativement a Tun des indices g, on pourra toujours, 
sans changer Tordre des indices par rapport a g, intercaler les indices 
qui precedent cette lettre entre ceux qui la suivent, de faQon qu*ils 
soient aussi, par rapport a a, dans Tordre ou ils se trouvent dans Tar- 
rangement primitif donne. 

Cette intercalation pourra se faire de deuxfagons differentesy si les in- 
dices ne sont pas dans Vordre de V arrangement primitif ^ et d'une settle 
dans le cas contraire. 

Gonsiderons d'abord le premier cas . 

Si oc est a la droite de g, on commencera par Tindice de gaucbe qui 
est le plus voisin de a dans Tarrangement primitif. Get indice pourra 
toujours se placer soit a droite, soit a gauche de a, aprfes les indices 
qui le precedent dans Tordre relatif a a; apres quoi les positions des 
autres indices seront determinees, puisqu'ils doivent conserver Tordre 
dans lequel ils se trouvent par rapport a g dans la permutation propo- 
see. On trouvera ainsi, pour Texemple considere, les deux permuta- 
tions [g,fy d^ a, a, 6, c, A, /) et {g,f^ d, 6, a, a, c, A, /), qui, abstrac- 
tion faite du signe, w<;atisfont aux conditions du probleme. 

Si u est a gauchcy on le placera soit a droite, soit a gauche de Tin- 
dice de droite, qui, dans Tarrangement primitif, est le plus voisin de 
lui, et, les autres indices sc plagant ensuite en suivant leur rang, on 
trouvera encore deux permutations. 

Quant aux signes, il est evident que les deux permutations obte- 
nues dans Tun i)u Tautre cas sont de signes contraires. La permuta- 
tion proposee devant se deduirfe de Tune ou de Tautre par le meme 
nombre de transpositions d'indices, les resultats obtenus seront iden- 
tiques, mais de signes contraires. Par suite, une seule des deux per- 
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mutations obtenues repond au prohleme pose ; iaiilrr condiiil a une per- 
mutation qui est de signe conlraire de la proposee. 

Nous rcmarquerons enfin que, dans le cas que nous venons d'clu- 
diep, oil lea indices ne sonl pas, par rapport a a, dans le memo ordre 
que dans I'arrangement primilif donne, il oe peul exisler qu'iin seul 
indice, lei que ^, satisTaisant aux conditions enoncdcs. Done, dans ce 
fas, si le probleme est possible, il n'esl susceptible que d'une solution. 

Dans le second ens, qui est celui oit les indices sont, par rapport a a, 
dans le m^me ordre que dans I' arrangement primilif donne, les condi- 
tions sont evidemment salisfalles par rapport a cliacun des indices de 
la permulalion; maisl'inlei'calalion nepeutplusse faire que d'une seule 
fa^on. Le probl(?me ndinel done, dans ce cas, aulant de solutions quMI 
y a d'indiccs, si,.toutefois, on fail abstraction des signes. Quant a ces 
derniers, si Ton pemarque que la permutation proposee, a ne conside- 
rer que ses indices, pourrait se deduire de rarrangement primitif, et 
qu'eo la permiitant elle donne une permutation identique a elle- 
meme. on conclura que le probleme n est possible qu'autant que la per- 
mutation proposee a le m^me signe que celui quelle aurait si elle e'tait de'- 
duite dircctement de I arrangement primitif donne , et, dans ce cas, le 
prohleme admel autant dc solutions qu'il y a d'indices dans la permu- 
tation . 

Nous appliquerons ce qui precede au llieoreme qui suit. 

On sail que fes permutations canoniques d'un arrangement donne 
(et, a. b, c, d,f, g, h, I) forment deux categories, suivant qu'elles com- 
mencent ou Jinissent par I'indice I. On sail, en outre, qu'a une per- 
rautalion quelconque du premier groupe en correspond une du second, 
qui est formee des inOmes indices se succedanl en ordre inverse, les 
signes de ces deux permutations ctant differcnts ou identiques, suivant 
que le nombre des indices est pair ou impair. Cela pose, nous dcmon- 
trerons le tbeori;me suivant : 




THEon£;ME III. — SiV on permute canoniquement les termes de I'un ou 
de {'autre des deux groupes suivant lesquels on peut classer les permuta- 
tions d'un arrangement donne, on obtient pour re'sultat toules les permu- 
tations canoniques de cet arrangement. 

Considerons d'abord un terme -I- {t, g, c, b, a., a. d,f, h] du premier 
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gi'oupe. En le permutant canoniquement, od aura d'abord les deux sui- 
vants : H- (/, g^ c, i, a, a, rf,/, h) el -h ( A,/» rf> a> «> ft> ^> §"• /)» ^^ wieme 
sigoe, parce que le nombre des indices est impair, qui, avec leurs ana- 
logues deduils des autres ternies du premier groupe, formeront le ta- 
bleau complet des permutations de Tarrangement primitif (a, a, 6, c, 
rf,/, g^ A, /). II reste a demontrer que toutes les autres permutations, 
deduites des termes du premier groupe, seront deux a deux identiques 
et de signes contraires. 

Dans toutes ces permutations, Tindice / occupant une position in- 
termediaire aux deux extremes, Tordre des indices ne pent etre, par 
rapport a a, le meme que dans Tarrangement primitif donne. Soit 
4- (A, a, a, c, /, g, 6, d,/) une permutation du terme considere + (/, 
g^ c, A, a, a, rf,/, h); si Ton cherche les termes du premier groupe ca- 
pables de la fournir, abstraction faite du signe, les conditions de possi- 
bilite de ce probleme etant ^videmment satisfaites par rapport a /, on 
trouve le terme- consider^ +(/, g^ c, 6, a, a, rf,/, A) el le suivant 
— ('» g^ Cf «» ^f *> ^>/» ^)» qui, par les memes transpositions d'indices 
que le premier, conduirait a une permutation identique, mais de signe 
contraire, avec celle que Ton a deduite du premier terme. D^ailleurs, 
ce second terme — {1$ gj c, a, a, 6, rf,/, A) exi^te reellement dans le 
groupe des permutations commengant par 4; par consequent, la per- 
mutation -4- (A, a, a, c, /, g, 6, d,/) disparaitra du resultat, et, comme 
il en serait de meme pour toutes celles qui ne commencent ni ne finis- 
sent par /, le iheoreme enonce est demontre pour le premier groupe. 

Une demonstration semblable pent se faire pour les termes du se- 
cond groupe, en remarquant que, dans Tune quelconque des permuta- 
tions qui doivent disparaitre, les conditions de possibilite du prol)leme, 
qui consiste k chercher quels sont les termes du second groupe qui au- 
raient pu donner cette permutation, sont satisfaites par rapport a un 
seul indice qui n'est plus /, mais celui qui doit commencer le terme 
cherche. 

Le theoreme enonce est done completement demontre. 

CoroUaire. — Si Ton permute canoniquement toutes les permuta- 
tions d'un arrangement donne, on retrouve deux fois ces memes per- 
mutations. 

Remarque, — Toutes les proprietes qu'on vient d'etablir concernant 
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ies permutations canoniques ne cessent pas d'avoir lieu lorsqu'on sup- 
pose que Ies indices d*une meme permutation ne soient pas tous dis- 
tincts. 

Pour terminer celte etude, nous verifierons le theoreme qu'on a de- 
montre ci-dessus, en prenant un exemple quelconque. 

Soil {'arrangement (1,2, 3, 4» S)« ^^ 1^ permutant canoniquement, 
on obtient Ies termes suivants : 



(1,2,3,4,5) 

— (4, 1,2,3,5) 

— (5, 1,2,3,4) 
-^(5,4, 1,2,3) 



(2, 1,3,4,5) — (3, 1,2,4,5) 

(4,2, 1,3,5) -+-(4, 3, 1,2,5) 
(5,2, 1,3,4)4- (5,3, 1,2,4) 
(5,4,2, 1,3) -(5,4,3, 1,2) 



(3,2, i,4»5 
(4,3,2, 1,5) 
(5,3,2, 1,4) 
(5,4,3,2, i) 



Considerons Ies termes des deux dernieres lignes, par exemple, et 
permutons-les canoniquement. On obtiendra ainsi le tableau suivant : 



-4- (5, 1,2, 3,4) — (1,5, 2,3,4) — (?., 5, ^3,4) -i-(2, I, 


5,3,4; 


— (3,5, 1,2,4) -+-(3, 1,5,2,4) + (3,2,5, 1,4) (3,2, i,5,4) 


— (4,5, 1,2,3) + (4, 1,5, 2,3) -f- (4, 2,5, 1,3) — (4, 2, 


1,5,3) 


■4- (4,3,5, 1,2) 14,3, 1,5,2) (4,3,2,5, i)-f-(4, 3, 


2, 1,5) 


— (5, 2, 1, 3, 4) -f- (2, 5, 1, 3, 4) -f- ( I, 5, 2, 3, 4) — ( 1, 2, 


5,3,4) 


+ (3,5,2, 1,4) — (3,2,5, 1,4) — (3, 1,5, 2,4)4- (3, i. 


2,5,4) 


-f-(4,5, 2, 1,3) — (4, 2,5, 1,3) — (4, 1,5, 2, 3) -+-(4, I, 


2,5,3) 


— (4,3,5,2,1) -+-(4,3,2,5, i) + (4,3, 1,5, 2) — (4, 3, 


1,2,5) 


— (5,3, 1,2,4) + (3,5, i,2,4) + (i,5, 3,2,4) — (1,3, 


5,2,4) 


+ (a, 5, 3, 1,4) — (2, 3,5, 1,4) (2, 1,5,3,4) + (2, I, 


3,5,4) 


+ (4,5,3, 1,2) — (4, 3,5, 1,2) — (4, 1,5,3,2) + (4, I, 


• 3,5,2) 


— (4, a, 5, 3, I ) + (4, 2, 3, 5, I ) + (4, 2, 1, 5, 3) — (4, 2, 


1,3,5) 


-h (5,3,2, 1,4) — (3, 5,2, 1,4) (2,5,3, I, 4) + (2, 3, 


• 5,1,4) 


— ( 1, 5, 3, 2, 4) + ( 1, 3, 5, 2, 4) + ( I, 2, 5, 3, 4) — ( I, 2, 


,3,5,4) 


— (4, 5, 3, 2, I ) + (4, 3, 5, 2, I ) + (4, 2, 5, 3, 1 ) — (4, 2, 


» 3, 5, I ) 


+ (4, 1, 5, 3, a) — (4, I, 3, 5, 2) — (4, I, 2, 5, 3) + (4, i, 


,2,3,5) 


— (5, 4, 1, 2, 3) + (4, 5, 1, 2, 3) + ( I, 5, 4, 2,'3) — (1,4 


,5,2,3) 


+ (2,5,4, ^3) (2,4,5, 1,3) (2, 1,5,4,3) + (2,1 


,4,5,3) 


+ (3,5,4, 1,2) — (3,4,5, I, a) — (3, 1,5,4,2) + (3, i 


,4,5,2) 


— (3,2,5,4,1) + (3,2,4,5, i) + (3, 2, 1,5,4) —(3,2 


, 1,4,5; 
9 
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(5,4,2, 1,3 
(1,5,4,2,3 

(3,5,4,2, 1 
(3, 1,5,4,2 
(5,4,3, 1,2 
(1,5,4,3,2 
(2,5,4,3, I 
(2, 1,5,4,3 
(5,4,3,2, I 
(2,5,4,3, I 
(1,5,4,3,2 
(1,2,5,4,3 



— (4,5,2, 1,3) — 

(1,4,5,2,3) 

(3,4,5,2, i) 

— (3, 1,4,5,2) — 

— (4,5, 3, 1,2) — 

-f- (1, 4, 5, 3,2)4- 
4- (2,4,5,3, i) 4- 

— (2, 1,4,5,2) — 
+ (4,5,3,2, i) -+- 

— (2,4,5,3, 1) — 

— (1,4,5,3,2) — 
(1,2,4,5,3) 



(2,5,4, i»3; 
(1,2,5,4,3 

(3,2,5,4, I 

(3, 1,2,5,4 
(3, 5, 4, 1,2 
(1,3,5,4,2 
(2,3,5,4, ' 
(2, 1,3,5,4 
(3,5,4,2, 1 

(2,3,5,4, ' 
: 1 , 3, 5, 4, 2 

v', 2, 3, 5,4 



-h (2,4,5, 1,3) 
~ (1,2,4,5,3 

— (3,2,4,5, I 
(3, 1,2,4,5 
(3,4,5, 1,2 

— (1,3,4,5,2 

— (2,3,4,5, I 
-4- (2, 1,3,4,5 

— (3,4,5,2, I 
4- (2,3,4,5, I 
4- (1,3,4,5,2 

— (1,2,3,4,5 



Si, (lansce tableau, on supprime les termes qui se detruiseut, il ne 
reste que le premier lerme de cbaque ligne de rang {^n 4- 1) et le der- 
nier de chaque ligne de rang 4^9 6i ces termes sont precisement les 
permutations de Tarrangement propose. 

On pourrait obtenir une verification semblable en prenant les termes 
qui Torment la premiere ligne des permutations de cet arrangement. 



§ IV. ~ Application des proprietes quipricedent au developpement 

desfonctions complexes. 

Les proprietes qu*on vient de decouvrir concernant les permutations 
canoniques servent a demontrcr les theoremes suivants, sur le develop- 
pement des fonctions complexes: 

Theor£M£ I. — 5/ ion des^doppe une fonction (9, ij;), oa 9 cl vj; sont 
canoniques J le resultat reste le mime si ion remplace prealablement la 
fonction f par son developpement en fonctions canoniques, 

Quand on developpe la fonction (9, ^), on obtient une suite de termes 
composes de la fonction 6 suivie des fonctions simples entrant dans 9 
et disposees dans les diflerents termes suivant Tordre indique par les 
permutations canoniques des indices de ces fonctions, le signe de 
chaque terme etant contraire de celui de la permutation correspon- 
dante. 
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Si, ail lieu de cela, on suppose que la fonction 9 soil prealablement 
remplacee par son devetoppement, on aura autanl de {levcdoppeinents 
analogues au precedent qu'il y a do termcs dans celiii de la fonc- 
lion If. 

Or les permutations d'indices qui caracterisent !es diHerents termcs 
du devetoppement de f sont oblenties en permutant les indices de f, le 
dernier e\cepte, puis faisant preceder cliacune de ces permutations 
pnr ce dernier indice et changeant les signes des dilTerenls termes. 
Plus simplement. cela revient a dire que ces permutations forment I'un 
des deux groupes en Icsquels les permutations canoniques de tous tes 
indices de 9 peuvent elre classees, celles qui commeneent par le der- 
nier indice de cetle fonclion. 

Cette simple reniarque rend evident le llieorerac propose, puisqu'on 
a prouve (tlicorenie III, § III) qu'en permutant les termes de I'un des 
deux groupes en question on reproduit seulement les permutations ca- 
noniques de I'arrangement primitif forme par les indices de la fonc- 
tion fp. 

Remarque. — La meme chose n'a pas lieu pour la fonction ij' dans 
(f ,'f): car. si Ton remplace cetlc fonction parson developperaentXiifA, 
on aura (153, '|) = 2,(y, ij-*) , ce qui donncra une suite de developpi'- 
ments ne diflerant entrc eux que par la function 4'a qui commence 
tous les termes d'un memo developpemenl. Le resultat sera done diffe- 
rent de ceiui qu'on aurait obtenu si la fonftion | n'avail pas ete d6ve- 
loppee, Mais si, dans cc dernier cas, on remplace il", dans le resultat ob- 
tenu, parson developpement, on relombe sur le resultat obtenu dans 
Ic premier cas. 

On peut done remplacer | parson developpement, soit avant, soit 
apres I'operation, sans chancer le resultat; mals ce resultat est diffe- 
rent de celui qu'on obtient lopsque tj* n'est pas remplace par son deve- 
loppement. 

Corollaire. ~ Le developpement de la fonction complexe (9, ij;, 5,, 
oil f est une fonction canonique, reste le meme si Ton remplace la 
function 9 par son developpement en fonclions canoniques. 

Thbdreme II. — Sif, <^, F sonl trois fancdoiis canoniques^ le develop- 
pement de {f, ■!<. Fj ne ren/erme aucun lerme dans lequel les fonclions 




no J. COLLET. 

simples de 9 soient interposdes entre celles de if ou imersement, lesfonc- 
tions simples de ^ entre celles de cp. 

Poup demontpep ce theoreme, clierchons d'abord la forme du deve- 
loppement de (9, ip, F). 

Pour obtenir ce developpement, il faudra d'abord former celu i de 
(?' ^)» Qui comprendra une suite de termes composes de la fonction ^, 
suivie des fonctious simples de f, dans un ordre qui, pour les differents 
termes, est indique par les diverses permutations canoniques des in- 
dices de f, le signe de chaque terme etant contraire de celui qui re- 
pond a la permutation correspondante. Le developpement de (9, ^, F) 
s'obtiendra ensuite en developpant les combinaisons de chaque terme 
du developpement precedent avec la fonction F. 

Soit ±:6r\xn terme quelconque de (9, ^). Les indices des fonctions 
simples qui composent ce terme sont ceux de la fonction (p, dans 
Tordre ou ils sc trouvent dans cette fonction, suivis d*une permutation 
negative ou positive des indices de 9, suivant que le terme considere 
est positif ou negatif. Ce terme ± 9^ donnera, dans le developpement 
de (9, ^, F), une serie de termes formes de la fonction F, suivie des 
fonctions simples de 9 et de ^, dans un ordre qui est indique, pour 
les differents termes, par les permutations des indices de ±: d,., chaque 
terme etant d'un signe oppose ou conforme k celui de d^, suivant que 
la permutation correspondante des indices est positive ou negative. 

Cela etant pose, en se reportant k la regie de composition des per- 
mutations d'un arrangement donne, on voit facilement : 

i"^ Que, dans les diverses permutations des indices de Qr, les indices 
de la fonction 9 ne seront jamais intercales entre ceux de (p; 

a^ Que dans ces permutations entrent toutes celles des indices de ^; 

3^ Que tons les termes qui renferment une meme permutation des 
indices de ^ pourraient etre obtenus en permutant canoniquement un 
arrangement forme de celui de ±: Orr en y rempla^ant le groupe des 
indices de la fonction ^ par une seule lettre a, cette lettre etant ulte- 
rieurement remplacee, dans les resultats, par la permutation des in- 
dices de ^, qui est commune k tons les termes consideres, le signe de 
chaque permutation etant + ou — -, suivant que la permutation des in- 
dices de (j; qu'elle renferme et la permutation correspondante, deduite 
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(le rarrangement , form^, comme on Ta dit, avec les indices de d^., 
soDt de meme signe ou de signes coDtraires; le terme correspondant 
sera, comme on Ta dit, d*un signe contraire ou conforme k celui de 
Orf suivant que sa permutation sera positive ou negative. 

4® Od voit enfin que la regie qui precfede pent donner tout le dever 
loppement de (9, vp, F), en rempla^ant a successivement par toutes les 
permutations canoniques des indices de i{/. ^ 

Les remarques qui precedent rendent evident le theoreme enonce. 
II sufBt de prouver, en effet, que les fonctions simples de ^ ne sont, 
dans aucun terme du developpement de (9, ip, F), intercatees entre 
celles de 9. 

Si Ton consid^re pour cela que les indices des termes, tels que ±Orf 
apres que la lettre a a cte substituee aux indices de la fonction vp, re- 
presentent celles qui commencent par a des permutations obtenues de 
Tarrangement qui serait forme des indices de 9 suivis de a, il resulte 
du theoreme III, § III, que, si Ton permute canoniquement ces groupes 
d'indices, on retrouvera les memes permutations jointes a celles qui 
completeraient le tableau des permutations de Tarrangement qu'on 
vient de former, lesquelles se terminent toutes par a. Done, en com- 
posant les termes du developpement de (9, ^, F), comme il vient 
d'etre dit, on voit que ce developpement ne contiendra aucun terme 
dans lequel Ics fonctions simples de | soient intercalees entre celles 
de 9, ce qui, joint a la premiere remarque que nous avons faite ci-des- 
sous, demontre le theoreme enonce. 

Les termes du developpement pourront done etre obtenus de la fa- 
Qon suivante. On formera toutes les permutations canoniques des in- 
dices de I'arrangement forme d'une lettre quelconque a, precedee des 
indices de 9. Dans chacune des permutations de ce tableau on rempla- 
cera a successivement par chacune des permutations des indices de ({/, 
en conservant ou changeant le signe, suivant que la permutation con- 
sid^ree de ^ est positive ou negative. Les permutations ainsi obtenues 
sont celles qui repondent aux diff^rents termes de (9, ip, F), chaque 
terme 6tant d'un signe contraire de celui de la permutation correspon- 
dante. 

CoroUaire. — On pent encore enoncer d'une autre faQon la regie qui 
precede pour la composition des permutations d'indices repondant aux 
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difierents termes de (9, (j;, F). Si Ton considere que chaque permuta- 
lion, deduite de rarrangement forme des indices de cp suivis de a, est 
de signe contraire avec la permutation qu'ou obtiendrait en suppri- 
mant cette lettre a, on pourra dire que les permutations relatives au di^ 
veloppement cfe (y, (|;, F) peuvent se former ^ en faisant successivement 
preceder et suivre chaque permutation des indices de ^ de I'une des permu- 
tations des indices de (p^ le signe du resultat etant dans le premier cas + 
ou — , suivant que les deux permutations considerees sont de signes sem- 
blables ou differentSy et le contraire dans le second cas^ le signe de chaque 
terme etant d'ailleurs contraire de celui de la permutation correspondante. 

Th^oreme III. — Si F est unefonction canonique et une combinai- 
son de deux fonctions canoniques, le ddveloppement de lafonction [Q^ F) 
sera le mSme^ que Von remplace 6 par I'un ou V autre des deux developpe- 
ments dont cette fonction est susceptible. 

Ce theoreme, qui est une generalisation du th^oreme I» est une 
consequence immediate de celui qui precede. 

Si Ton suppose que Ton ait 5 = (9, ij/) = — {^, 9), il suffit de prou- 
ver que les deux fonctions (9, ij/, F) et — {^, 9, F) onl des developpe- 
ments identiques. Si Ton considere, en effet, les indices d'un terme 
quelconque du premier developpement, its sont formes d'une permuta- 
tion des indices de 9, precedee ou suivie d*une permutation des indices 
de ({;, le signe etant + ou — » suivant que les deux permutations sont 
de meme signe ou de signes contraires, quand les indices de 9 precedent 
ceux de ^9 et Tinverse dans le cas contraire. Or le developpement de 
i^* ?• P) donnera une fois le meme arrangement d*indices, mais avec 
un signe oppose, puisque Tordre des deux fonctions f ei^ est mainte- 
nant renverse. 

Done les developpements des fonctions (9, ^, F) et — {^^ 9, F) sont 
bien identiques. 

Verification. — Nous verifierons ce tbeoreme, ainsi que le precedent, 
en formant directement les developpements des fonctions (f » ^, F) et 
— {^f 9, F), dans Thypotbese particuliere ou Ton a, par exemple, 

II suffit de verifier que les permutations canoniques des indices des 
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termes du dSveloppement de (9, ^) sont bieo les mfimes que celles des 
termes de — (<f, y). 

Les permutations r^pondant aux termes du premier d^veloppement 
sont 

(4, 5, 1, 2, 3) -- (4, 5, 2, 1,3) — (4, 5, 3, I, a) -f- (4,5, 3, 2, i), 

celles du second 

— (1,2, 3, 4, 5) -I- (1,2,3,5,4). 

Si Ton permute chacun des arrangements composant le premier des 
deux groupes qui precedent, on obtient le tableau suivant : 



-+-(4,5, 1, 2, 3) -(5,4, 1,2,3) — (1,4 


,5,2,3)-f-(i 


,5 


,4,2, 3) 


— (2, 4, 5, 1, 3) -f- (2, 5, 4, 1, 3) 4- (2, 1 


,4,5,3) -(2, 


► ij 


,5,4,3) 


— (3, 4, 5, 1, 2) + (3, 5, 4, 1, 2) -h (3, 1, 


,4,5, 2) — (3j 


• I) 


»5,4,2) 


•4- (3, 2, 4, 5, 1 ) — (3,2,5,4, i) — (3,2, 


,1,4, 5) 4- (3, 


• 2, 


. 1,5,4) 


- (4, 5, 2, 1, 3) -♦- (5, 4, 2, 1, 3) -h (2,4, 


, 0, I, 3) [2, 


.5. 


4. i»3) 


-i- ( 1, 4> 5, 2, 3) — ( 1, 5, 4, 2, 3) — ( I, 2 


.4,5,3)4-(i, 


► 2, 


.5,4,3) 


-4- (3, 4, 5, 2, 1 ) — (3, 5, 4, 2, 1 ) — (3, 2 


,4,5,1) 4- (3, 


► « 


► 5, 4, 1 ) 


(3, 1,4, 5,2) -f- (3, 1, 5, 4, 2) -f- (3, I, 


• 2,4>5) — (3, 


h 


2,5,4) 


— (4,5,3, 1,2) + (5, 4, 3, 1,2) -{-(3,4: 


,5, 1, 2) -(3, 


,5, 


>4>'>2) 


-{-(1,4,5,3,2) (1,5,4,3,2) (1,3, 


4,5,2)4-(l, 


3, 


,5,4,2) 


-f- (2,4,5,3, 1 ) — (2,5,4,3, l) — (2,3, 


,4,5, 1)4- (2, 


3, 


5, 4» 


— (a, 1,4,5,3) -+-(2, 1,5,4,3) -h (2, I, 


,3, 4, 5) -(2, 


h 


• 3,5,4) 


-+-(4,5,3,2, i) — (5,4, 3,2, i) — (3,4 


,5,2, 1)4- (3; 


.5, 


► 4» 2, 1 ) 


— (2,4,5,3, i)-+-(2,5,4, 3, i)-{-(2, 3, 


»4, 5, l) — (2j 


.3, 


• 5,4, 1 ) 


— ( 1 , 4, 5, 3, 2 ) -f- ( 1 , 5, 4, 3, 2 ) 4- ( 1 , 3, 


,4,5,2) — (i, 


3, 


.5,4,2) 


-+-(1,2, 4, 5, 3) — ( 1, 2, 5, 4> 3) — ( r, 2, 


,3,4,5)4-(i, 


.2, 


► 3,5,4); 


et, en operant de meme pour le second, on obtient le tableau qui suit : 


— (1,2, 3,5,4) -h (2, 1,3,4,5) -f-(3, 1,2,4,5) — (3,2, 1,4,5) 


-4- (4, 1, 2, 3, 5) — (4, 2, 1, 3, 5) — (4, 3, 1, 2, 5) ■+- (4, 3, 2, i, 5) 


-+- (4, 1, 2, 3, 5) — (5, 2, 1, 3, 4) — (5, 3, I, 2, 4) ■+- (5, 3, 2, i, 4) 


— (5,4, 1,2,3)4- (5,4,2, I, 3) 4- (5,4, 3, 1,2) — (5,4,3,2, i) 


4- ( 1, 2, 3, 5, 4) — (2, 1, 3, 5, 4) — (3, 1, 2, 5,4) 4- (3, 2, i, 5, 4) 


- (5, 1, 2, 3, 4) 4- (5, 2, 1, 3,4) 4- (5, 3, 1, 2,4) — (5, 3, 2, i, 4) 


— (4, 1, 2, 3, 5) 4- (4, 2, 1, 3, 5) 4- (4, 3, 1, 2, 5) — (4, 3, 2, 1, 5) 


4- (4, 5, 1, 2, 3) — (4, 5, 2, 1, 3) — (4, 5, 


3, 1,2) 4- (4, 


5, 


3,2,1), 



^nn, de l'£c, Normale, a* Serie. Tomo V. — Mars 1876. 
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Dans chacuQ de ces deux tableaux on voit que lea termes pour lea- 
que]s les indices de ^ sont intercales entre ceux de ft ou inversement, 
ae d^truisent deux k deux, ce qui v^rifie le theoreme II; puis, lorsque 
ces reductions sont effecfuees, on constate que les deux tableaux rea- 
tent composes des memes termes, ce qui v^rifie le theorfeme III. 

§ y. — Relations entre les fonctions canoniques. 

Nous avona prouvS que toutes les fonctions complexes s'exprimaient 
lin^airement en fonctions canoniques; mais ces dernieres ne sont pas 
toutes distinctes. Nous avons, en effet, d^ja vu qu'une fonction cano- 
nique quelconque se d^veloppait lineairement en fonction de la meme 
esp^ce. En outre, d'aprfes la definition de reparation representee par 
le symbole (<p, tj;), il r^sulte que Ton a, entre deux fonctions quel- 
conques, f et ^, Yidentiti hindme 

(ii) (cp, 4^)-{-(v^, 9)=o 

et entre trois fonctions quelconques, <p> ^, d, Videntiti trindme 

(12) (9, +, 5) -{- (5, 9, ^) -{- (+, e, 9) =0. 

Les relations d^duites de la formule (11) peuvent etre considerees 
comme exprimant Tegalite entre les deux developpements dont la 
fonction (9, ^) ou — (vp, 9) est susceptible. 

Si Ton developpe en fonctions canoniques chacun des termes des 
formules qui precedent, on obtiendra de nouvelles relations entre des 
fonctions canoniques toutes les fois que le resultat ne sera pas iden- 
tique. 

Remarquons dfes a present que Ton pent consid^rer les relations 
fournies par le developpement des fonctions canoniques comme don- 
nees par I'identite binome (11), en supposant que 9 soit une fonction 
quelconque et ^ une fonction simple. 

Aux relations qui precedent il faut adjoindre celles qu'on obtiendrait 
en combinant toutes les fonctions qui entrent dans une meme relation 
avec une ou plusieurs fonctions nouvelles. A chacun des groupesde re- 
lations donne^s par les formules (11) et (13) on adjoindra done les 
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relations nouvelles qui seraient deduites de celles de cbaque groupe 
par Top^ration qu'on vient d'indiquer. Cest dans ce sens que nous di- 
rons que toutes les relations sontfournies par les identites (ii) et (12). 
Leur nombre sera assez considerable pour qu'il y ait lieu de se deman- 
der si, k partir d'un certain rang, toutes les fonctions obteoues ulte- 
rieurement ne sont pas fonctions des prec^dentes ou siniplement d^- 
termin^es; ou, en d'autres termes, si les diverses fonctions qu'on pent 
deduire d*un groupe donne de fonctions, par Toperation reiter^e dont 
nous nous occupons, ne ferment pas un cycle ferine. 

Nous nous proposons de d^montrer que cela n'a pas lieu, et, pour 
cela, nous devons rechercber les liaisons qui raltacbent entre elles les 
relations diverses qu'on pent deduire des identites {11} et (1:2). Cest 
ce que nous ferons par les theor^mes qui suivent. 

TnioRiME I. ^ Si Ton suppose que certaines des fonctions considirdes 
dans les identitds (11) et (12) ne soient pas canoniques, les relations dS- 
duites de ces identitis ne sont pas distinctes ; elles rSsultent des relations 
quon obtient quand toutes les fonctions quiy entrent sont canoniques. 

Supposons, en effet, que la fonction f ne soit pas canonique : elle 
se developpera en fonctions de cette deni^re esp^ce, et Ton aura 

les diverses fonctions 9^ 6tant canoniques et prises avec un signe con- 
venable. 
L'identite (11) pent alors s'ecrire 

2*[(?i,+)-H(+,<P*)] = o, 

et comme, pour toutes les valeurs de k^ on a 

(i3) [^h^] + (+»?*) = o, 

le tb^or^me est demontre pour Tidentite bindme, si ^ est une fonction 
canonique. Si le contraire a lieu, on raisonnera comme prec6demment 
sur cbacune des identites (i3), en rempla^ant ^ par son develop- 
pement. 

10. 
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Si Ton consid^re I'identite (13), elle devient aussi 

2*[(94, +, 0) ■+- (9, ?*, vj;) + (+, e, cp*)] = o, 

et les consequences sont les memes que pour la premiere identity. 

Remarque. — II r^sulte de ce theorfeme que, pour deduire des for- 
mules (11) et (12) toutes les relations qu'elles peuvent fournir entre 
des fonctions canoniques, il suffit de supposer que toutes les fonctions 
qui y sont considerees soient elles-mSmes canoniques. 

Mais on sait qu'une fonction canonique pent etre dgalee k un d^ve- 
loppement convenable de fonctions de la meme espece, et Ton doit se 
demander si les relations deduites des identites (i i) et (ra) restfnt les 
m^mes quand une'fonction canonique y est remplacee par son develop- 
pement. 

Gonsid^rons d'abord la formule (i 1). Si Ton suppose que la fonction 9 
y soit remplacee par son developpement en fonctions canoniques, d'a- 
pres le theoreme I, § IV, le developpement de (9, ^) ne sera pas chang^. 
Quant a celui de (ij;, f), il ne restera pas le meme; mais il est facile de 
voir que, neanmoins, la relation obtenue n'est pas distincte de celle 
que Ton a quand la fonction 9 n'est pas prealablement remplacee par 
son developpement. En effet, chaque terme de ce dernier developpe- 
ment de (9, ^) est remplace par un groupe de termes qui seraient obte- 
nus du terme considere en y rempla^ant 9 successivement par les dif- 
ferents termes de son developpement. Or Tegalite de ce terme et du 
developpement par lequel il est remplace fait Tobjet d'une relation 
deja etablie et dont on peut se servir pour la transformation des rela- 
tions ulterieures. 

Quant a la formule (1:1), comme, dans la suite, nous ne nous propo- 
serons de conserver, parmi les relations qui s'en deduisent, que celles 
qui ne pourraient etre fournies par la formule (11), nous pourrons, 
dans I'etude des relations que donne la formule (1:2), employer comme 
moyen de transformation toutes celles qui derivent de la premiere for- 
mule. 

En remplaQant dans (12) la fonction 9 par son developpement, celui 
du terme (9, ^, 0) ne sera pas modifie (theoreme I, § IV). Comme, dV 
prfes ce qui precede, on peut remplacer, dans (d, 9), la fonction 9 par 
son developpement, celui de (d, 9, ^), lorsque 9 est developpee, resul- 
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tera du d^veloppement que Tod a dans le cas contraire, et cela en 
vertu de relations ant^rieurement etablies. La meme chose a lieu pour 
le terme(v|;, 5, y). 

Done, en restant dans I'ordre d'idees oil nous nous sommes place* 
on pourra, dans les formules (ii) et (12), remplacer les fonctions ca- 
noniques qui y entrent par leurs developpements en fonctions cano- 
niquesy sans obtenir des relations distinctes des precedentes. 

Nous nous proposons de chercher maintenant quelles sont les rela- 
tions distinctes que peuyent donner les formules (11) et (12). 

Thi£or]^mb II. — Laformule (12) ne peut donner qiiune seule rela- 
tion entre trois fonctions donndes^ quel que soit I'ordre suivant lequel ces 
fonctions sont introduites dans cette formule , 

Entre ces trois fonctions f, ^^ il ne peut exister que les deux iden- 
titessuivantes : 

(i4) (9, +» 0) + (0, <p, +) + (+, e, 9) = o, 

(i5) (^, <p, 0) -h (9, ^, <p) + (cp, e, v|/) = o, 

puisqu'il n'y a que six permutations ordinaires entre ces trois fonctions, 
etque deux identites trinomes deviennent conformes Tune a Tautre 
aussitot qu*elles out un terme commun. 

Cela pose, d'apres le theoreme III, § lY, les developpements des 
termes de la formule (i4) seront respectivement identiques a ceux des 
fonctions suivantes : 

-{+»9>^)» -(?.e,4^), -(5,+,?), 

et les developpements des formules (i4) et (i5) seront identiques. 

Theoreme III. — Toute relation diduite de Videntite trindme, en sup- 
posant que I'une des fonctions soit simple et les autres canoniques, est 
aussi donnie par Videntite bindme (11) entre deux fonctions canoniques 
convenablement choisies. 

Soit ridentite 

(•6) (/. 4*, 9) + (?./. 4') + (+»?./)= o. 
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Pour d^velopper ie premier terme de cette formule, on aura d'abord 

(/,+) = -(+./)» 

et Ton devra, par suite, developper la fonction — (ij;,/, 9). 

Mais, d'apres la regie posee, le developpement de — ((|;,/, 9) se com- 
pose de deux series de termes que Ton deduit du developpement de 

— (({;, (f) : les premiers, en pla^ant la lettre/k la suite des lettres qui 
composent chaque terme de ce developpement, les signes 6tant conser- 
ves; les seconds, en pla^ant dans chaque terme du premier developpe- 
ment la lettre/imm^diatement apres f et cbangeant tons les signes. 

Le second groups de termes est le developpement de + [(j/, (9>/)]- 
Quant au premier, il est SgcU k — (^, f »/)> mais non pas identique au 
developpement de cette fonction; car, apres avoir place la lettre/k la 
suite de celles qui composent chacun des termes du developpement 
de (i(^,f), on devrait, pour obtenir le developpement de la fonction 

— ((|/,f),/), remplacer les termes obtenus, quoique canoniques, par leurs 
developpements en fonctions de la mSme nature ; mais, comme ces egali- 
tes entre chaque fonction canonique et son developpement constituent 
des relations deja fournies par les identites bindmes, on pourra s*en 
servir pour les transformations actuelles, et supposer que le groupe de 
termes dont Tensemble est simplement ^gal a la fonction — (<{;, f ,/) 
soitremplace par le developpement de cette fonction. 

II r^sulte de Ik que le developpement du premier terme de la for- 
mule (16) est Sgal au developpement de [(j^, (9»/)] diminu^ de celui de 

Substituant dans la formule (16), on conclura que la relation de- 
duite de cette formule est la meme que celle que donnerait la relation 
bindme suitante : 

(»7) [+,(9,f)]-^[(?./),+] = o. 

La demonstration precedente subsiste dans le cas ou il entre plu- 
sieurs fonctions simples daus Tidentite trinome. 

CoroUaire. — La formule (12) ne pourra conduire a des relations dis- 
tinctes que dans le cas oil aucune des trois fonctions canoniqu6s <];, d, 
(f n'est simple. 
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THtoR^MK rV. — Si (p et ^ sont deux fonctions canoniques quel- 
conqueSf la reUuion foumie par VidentiU (9» 'j') -+- (^|^, 9) = o nest pas 
changde si Von d^tache la demiere fonction simple entrant dans la com- 
position de (p pour la combiner a la fonction if ou riciproquement. 

Soit 9 = (^1 ,/). Od sait que les deux identit^s trindmes 

(+>/»?•) -^ (?•> +»/) H- (/> ?.>+) = o 

donnent respect! vem eat les mSmes relations que les identit^s bindmes 

[(9..A +) + [+. (9.. /)] = o, 
[(+,/),?.) + [?t, (+,/)] = 0. 

Or, d'apr^s le theor^me II, les deux identites trindmes donnent la meme 
relation; done il en doit 6tre ainsi des deux identites bindmes qui leur 
correspondent. 
On deduit de ce theor^me la consequence importante qui suit : 

Th£OR]^me Y . — On ohtient toutes les relations distinctes que peut don- 
ner la/ormule (11 )» en supposant que Vune des fonctions qui y entrent 
soit simple^ et V autre une fonction canonique quelconque. 

Gar, d'apr^s le theor^me qui pr^c^de, on peut, sans changer la relation 
correspondante, detacher une a une les fonctions simples de 9 pour les 
combiner k ^^ et cela jusqu'k ce que f soit rdduite k une fonction simple. 

De tout ce qui precede il resulte que Von aura toutes les relations qui 
existent entre les fonctions canoniques : 

I® De Tidentite biiiome (11), en supposant que Tune des fonctions 
qui y entrent soit simple, et Tautre canonique, ou, ce qui revient au 
meme, en exprimant Tegalit^ entre chaque fonction canonique et son 
d^yeloppement en fonctions de la mdme espfece ; 

2? De ridentite trinome (12) si aucune des fonctions canoniques qui 
y entrent ne se r^duit a une fonction simple; 

3^ Enfin en combinant les termes des diverses relations ainsi obte- 
nues avec une ou plusieurs fonctions simples, les memes dans le meme 
ordre pour tons les termes d'un meme developpement. 

Le nombre des relations du troisieme groupe peut etre r^duit au 
moyen du theorbme suivant : 
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THEORiME YI. — Les relations du troisiSme groupe^ dSduites de celles 
du premier, ne sont pas distinctes : eUes risuUent d*autres relations de ce 
premier groupe. 

CoDsideroDS, en effet, la relation qu'on obtient en ^galant une fonc- 
tion canonique f ^ son developpement et combinant les diffi6rents 
termes de cette egalite ^ une fonction simple/. 

On sait (th6oreme I^ § IV) que, si Ton d^veloppe tons les termes de 
la nouvelle relation qu'on vient d'obtenir, on doit arriver ^ une iden- 
tite. Or Tegalite entre chaque terme de cette relation etson developpe- 
ment constitue une relation du premier groupe; done la nouvelle rela- 
tion n*est pas une relation distincte, mais bien la consequence d'autres 
relations du premier groupe. 

Remarque. — Dans les applications, les relations de Tesp^ce conside* 
ree ne devront pas etre rejet^es; car, etant plus simples que celles du 
meme ordre dans le premier groupe, il y a avantage a s'en servir pour 
ecarter un nombre egal de relations de ce groupe. 

Theoriquement, on se bornera aux relations des deux premiers 
groupes et ^ celles du troisi^me qui r^sultent de celles du second. 

Mais ces disperses relations ne sont pas encore toutes distinctes. 

II en doit etre ainsi a priori^ puisque le premier des trois groupes 
qui precedent donnerait k lui seul autant de relations entre les fonc- 
tions canoniques d'un ordre quelconque qu'il y a de fonctions de cet 
ordre. 

Aussi, dans la pratique, on d^veloppera toutes les relations des trois 
groupes qui precedent, et, par des eliminations tr^s-simples, eu egard 
k la forme des relations, il sera toujours facile de determiner quelles 
sont celles qui sont distinctes. 

On pourrait meme se proposer de determiner d'une mani^re gen^- 
rale ces dernieres relations; mais cela etendrait outre mesure les di- 
mensions de ce travail, et, d'ailleiirs, pour le but que nous nous sommes 
surtout propose d'atteindre, a savoir que les fonctions deduites des 
proposees ne ferment pas, en general, un cycle ferme, il suffirait d'e- 
tablir que, parmi les fonctions d'un ordre quelconque, il en est toujours 
un certain nombre qui peuvent Stre considerees comme n etant fonction 
d'aucune autre. 
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Si de telles foDctions existeDtt les relations qui leur correspondent 
dans le premier groupe doivent se reduire k des identites. 
Proposons-nous done de resoudre le probl^me suivant : 

Probleme. — Ckercher s*il existe des fonctions canoniques dont le de- 
i^eloppetneni se riduise alafonction ddveloppde elle-mSme. 

RemplaQons, pour plus de simplicite, les fonctions simples par leurs 
indices respectifs, et soil (a, /3, 7, d,..., X, q) une fonction canonique 
quclconque oil a est necessairement different de |3. 

Si Ton developpe cette fonction, tous les termes obtenus commen- 
cent par o; done Fidentite ne pent exister qu'autant que co = a. Sup- 
posons que cela ait lieu, et considerons le seul terme du developpe- 
ment oil j3 soit, comme dans la fonction proposee, au second rang. Ce 
terme, qui est le suivant, +(gj, ^, oc, 7, $,..., X), est le seul qui, sans 
bypothese particuliere sur j3, puisse 6tre identique au propose. Mais 
cette identite exige encore que Ton ait 

y = a, 3 = y, . . . , w = X, 

et, comme ci> = a, on aura 

a = y = 3=...= X=:oi). 

11 est d'ailleurs Evident que, si ces conditions sont remplies, tous les 
autres termes du developpement deviennent identiquement nuls. 

Les fonctions de la forme (a, j3, a, a,..., a), oil ^ et a sont quel- 
conques, mais differents, r^soudront done le probl^me propose. 

II faut encore se demander si ces fonctions peuvent entrer dans le 
developpement d*une autre fonction. Cette fonction, si elle existe, ne 
renferme qu'un indice 6gal a ^, tous les autres 6tant egaux k a; il 
n'y aura done que la fonction consid^ree et la suivante (j3, a, a,..., a) 
qui satisfassent k cette condition; done cette dernifere fonction pent 
seule satisfaire k la dernifere question posee. D'ailleurs, en appliquant 
la rbgle du developpement k cette fonction, on trouve la relation 

(18) (P, a, a, a,. .-., a) 4- (a, ^,a,a,a^...,a)=: o, 

tous les autres termes etant identiquement nuls. 

Ann, de VEe. NormaU, a« S^rie. Tome V. — Mari 1876. 1 1 
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Enfin il est Evident que las fonctions de la forme consideree ne peu- 
vent se rencontrer dans les relations du second groupe. 

On devra done consid6rer les fonctions de la forme (ya»ypf/t»-f/t) 
comme n'etant fonclion d*aucune autre. Les seules relations, telles que 
I'equation (i8), oil elles puissent entrer seront considerees comnie 
donnant la valeur, en fonction des precedentes, des fonctions de la 
forme (/pf/a» •••fya)» lesquelles, d'ailleurs, n'entrent dansaucune autre 
relation. 

Si done m est le nombre des fonctions simples, le nombre des fonc- 
tions canoniques d*un ordre quelconque qui ne s'expriment pas en 
fonclion des autres est egal k mfm — i). 

On pourra done ^noncer la conclusion suivante : Le nombre des fonc- 
tions distinctes que Von peut deduire d^un groupe de fonctions donn^es^ 
par des combinaisons successives^ est^ en general^ illimite. 
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LA d£composition des sels m^talliques 

sous L'INFLUENCE DE LEAH 

(pREMliEE PAmTIB); 

Par M. Alfred DITTE, 

ANCIEN ifeLEYE DE LlfecOLE NORMALE SUP^RIEVRE, 
PR0FE8SEUR A LA PACULT^ DES SCIENCES DB CAEN. 



Lorsqu'on met un sel en contact avec de Teau, celle-ci pent agir sur 
lui de deux manieres bien differentes : elle pent jouer le role d'un 
simple dissolvant, et alors la dissolution s'accomplit suiyant des lois 
bien connues; la quantite de sel dissous varie d'une maniere reguiiere 
avec la temperature du liquide> avec la nature et la proportion des 
substances ^trangeres que celui-ci contienl dejk. Les courbes de solubi- 
lite figurent tres-nettement ces resultats. 

Mais Taction de Teau peut etre plus complexe : souvent elle decom- 
pose le sel qu'on y introduit, tout entier ou en partie» et le pheuomene 
se complique de la dissolution des elements desunis et de celle de la 
matiere qui reste non alteree. Or cette decomposition ne s*effectue 
pas d'une maniere quelconque,.bien au contraire; il resultera, je Tes- 
pere, de la suite de ce travail qu'elle est soumise a des lois bien de- 
terminees et fort simples, desquelles nous pourrons deduire quelques 
consequences interessantes. 

Nous etudierons d'abord les particularites que presentent quelques 
cas des plus simples. Apr^s les avoir analysees avec soin, il sera facile 
de passer a Texamen de phenomenes plus compliqu^s. 

n. 
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I. — Sulfate de bioxyde de mercure HgO, SO'. 

Au contact de Teau et a la temperature ordinaire, le sulfate de 
bioxyde de mercure se colore immediatement; une poudre jaune orange 
se pr^cipite et, en vcrtu de sa grande density, se rassemble rapide- 
menl au fond du vase. L'analyse montre que ce precipit^ renferme 
trois fois plus de mercure pour un meme poids d*.acide que le sel pri- 
mitif; par suite, sa composition correspond k la formule connue 
3HgOiSO*. L'eau est devenue fortement acide; et, en eflet, le sel 
neulre HgO, SO' n'a pu se changer en sous-sulfate 3HgO,SO' qu'en 
abandonnant les deux tiers de son acide sulfurique. La reaction conti- 
nue ainsi, quand on ajoute peu k peu du sel neutre, jusqu'a ce que la 
proportion d'acide mis en liberie atteigne une certaine valeur limite. 
A partir de ce moment, Teau ne s'enricbit plus en acide, le sulfate 
n'est plus decompose, mais simplement dissous, et Ton n'observe sur 
lui aucune coloration. Enfin la liqueur finit par se saturer et le sel 
neutre introduit en exces reste sans alteration, melange au sous-sulfate 
precipite. 

II est possible, en tatonnant, d'obtenir directement une dissolution 
d'acide sulfurique telle que, suivant que Ton augmente ou que Ton di- 
minue la proportion d*acide qu'elle renferme, elle dissout ou decom- 
pose le sulfate neutre de mercure; on trouve qu'elle contient par litre 
67 grammes environ (les nombrcs trouves varient de 66,4 ^ 68) d*acide 
sulfurique anhydre a la temperature de 12 degres. 

Cette liqueur acide, sans action chimique sur le sulfate neutre, n*en 
a pas davantage quand on I'a prealablement saturee de sous-sulfate, 
dont elle dissout par litre 37 grammes environ. Le phenomene de con- 
traction ou de dilatation qui resulte de la dissolution du sous-sulfate 
suiBt pour masquer la legere decomposition que ce sel dissous pourrait 
^prouver sous I'influence de I'acide sulfurique en exces. La presence 
du sous-sulfate dissous parait done sans influence sur la reaction; il en 
est de meme de celle du sulfate neulre, la liqueur acide ne Tatta- 
quant pas plus quand elle en a deja dissous une certaine quantite que 
lorsqu'elle n'en renfermait pas encore. 
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Le sous-sulfate de inercure» insoluble dans Teau pure, se dissout 
avec facilite dans les acides etendus (acides chlorhydrique, azotique, 
acetique, etc.). II est done naturel d'admettre que si, comme dans Tex- 
p^rience ci-dessus, il se trouve en presence d'eau chargee d'acide sul- 
furique, il se dissoudra egalement. Lors done qu'on verse de Teau sur 
du sel neutre, la dissolution pent contenir k la fois de I'acide sulfuriquc 
libre, du sulfate neutre de mercure et du sous-sulfate, lous deux dis- 
sous; c'est ce que nous aliens etudier avec details. 

Melangeons une solution sulfurique contenant par litre un poids 
connu d'acide avec du sous-sulfate pur et en exces. II sufBt d'agiter 
fr^quemment pour que la dissolution de ce dernier s^efTectue. Tant 
que la liqueur employee ne contiendra pas 67 grammes d'acide par 
litre, comme elle ne pent se trouver en presence du sel neutre sans le 
decomposer, elle dissoudra simplement du sous-sulfate et devra ga- 
gner une quantite d'acide qui, comparee au poids d'oxyde de mercury' 
que Ton y trouve, devra satisfaire a la formule 3HgO, SO*. C'est ce que 
Texperience confirme avec une remarquable precision, si Ton a egard 
aux difficultes que pr^sente le dosage du mercure et au degre d*ap- 
proximation qu'il comporte. Voici des nombres obtenus en operant a 
13 degres au-dessus de zero et rapportes tons k i litre de liqueur : 

so* so* HgO dissoos 

au debut 4 la fin k ViUt 



xperieno 


I. de 1 


'.xpirience. 


de 80u»-su1fate. ObserTations. 


6,0 




6% 


.^3 


La liqueur decompose le sel neutre au com- 
mencement comme k la fin de Texp^rience. 


18,0 




19,0 


7,« 


» 


3a,4 




34,1 


14,8 


» 


45,4 




48,4 


21,4 


» 


64,0 




67,8 


3i,4 


» 


67,0 




7', a 


33,6 


La liqueur ne d^mpose plus le sel neutre. 


76,0 




86,6 


77, a 


» 



Si maintenant nous prenons des abscisses correspondant au poids 
d'acide initial et des ordonnees representant les poids d*oxyde de mer- 
cure dissous k r^tat de sous-sulfate, nous obtiendrons une courbe qui 
figurera pour nous les variations de solubility du sous-sulfate a la tem- 
perature de 12 degres, quand on fait varier la concentration de la li- 
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queur acide employee; cette courbe est seDsiblement la droite dont 
Tequation est 

^ = o,5o8j:— I, •378; 

toulefois Tordonnee 77,2 est de beaucoup superieure h celle qui de- 
vrait correspondre k I'abscisse 76, si nous voulions prolonger la droite 
au delk de Tabscisse 67, c'est-k-dire au delk de la limite que nous nous 
sommes impose de ne pas depasser. Nous savons, en effet, que la liqueur 
acide qui contient 67 grammes de SO' par litre ne se comporte plus 
avec le sel neutre comme celles qui sont moins concentr^es; elle pent 
le dissoudre sans le decomposer. 

Or, admettonspour un instant que, dans ces circonstanccs, la quan- 
(ite d'acide qui exc^e 67 grammes, dans la liqueur mise en presence 
d'un exces de sous-sulfate, puisse se combiner avec une quantity con- 
venable de ce compose pour reformer du set neutre qui sera egalement 
dissous. S'il en est ainsi, des qu'on depassera le degr(§ de conceotra* 
tion limite, la quantity d'oxyde de mercure dissous, correspondant k 
un poids determine d'acide initial, devra augmenter brusquement, et 
Ton devra observer dans la courbe de solubilite une discontinuity; car, 
jusque-lk, pour un accroissement de 10 grammes dans Tacide initial, 
nous avions une augmentation de 5 grammes environ dans le poids 
d'oxyde, tandis que, si ces 10 grammes sont employes k former du sul- 
fate neutre, ils introduiront dans la liqueur autant d'oxyde de mer- 
cure qu*il en correspond dans le sous-sulfate k 5 grammes d'acide, 
c'est-a-dire 4o^^ 5. 

Si nous interpretons aiusi la derniere experience de notre tableau, 
nous serons conduits a prendre, sur les 86^S6 d'acide total, 67 grammes, 
qui dissolvent 33,6 d'oxyde, lesquels sont unis a 4^,2 d'acide, pour 
former 37,8 desous-sulfate; il nous resle alors 86,6 — 67 — 4>^ = i5,4, 
qui, avec les 77,2— 33,6 =43,6 d'oxyde, forment bien du sulfate 
neutre. 

La courbe de solubilite nous permettrait d*arriver par le calcul au 
memo resullat et nous fournit ainsi une verification interessante. Elle 
permet de calculer directement la quantite minimum d'acide sulfurique 
libre necessaire pour empecher la decomposition du sulfate neutre. 
Soit, en effet, x cette quantite; elle dissoudra, a I'etat de sous-sulfate. 
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sidere comme libre et Ton devra trouver le nombre 67. Yoici quelques 
resuUats : 

SO' toUl. HgO total. SO' libre. 

ft fr fr 

91,6 85o 68,2 

98,6 io34 68,5 

99,6 ma 66,4 

3^ Oq verse de Teau pure ou de Teau acidulee sur uq excbs de sel 
neutre; une partie de ce sel se decompose, une autre se dissout* et k la 
fin de rexperience il reste du sous-sulfate en excfes, c'est-a-dire qu'on 
se retrouve, par une voie diffi^rentey dans les memes conditions que 
tout a rheure. Le meme calcul conduit aux memes consequences. Yoici 
les r^sultats des experiences : 

so* total . Hg O toUl . so* libre. 

tr gr gr 

ii4o i55a 68,1 

99a 1080 67,2 

1 166 1596 68,6 

ioa6 iao6 66,0 

1190 1564 68,a 

3^ Prenons une liqueur sulfurique avec du sous-sulfate et du sel 
neutre et faisons varier eau, acide, sous-sulfate ou sel neutre, en termi- 
nant toujours par une liqueur saturee de sous-sulfate et ne decom- 
posant plus le sel neutre, nous serons conduits aux mSmes resultats. 
Yoici les nombres trouv^s : 

so* total. HgO toUl. so* libre. 
fr ir gr 

Eau et sulfate neutre en exote iai8 1674 67,6 

Apr6s addition d'eau et de sulfate neutre ia38 173a 67,6 

Apr^s addition de sous-sulfate aprto deux jours. i a44 1 7 1 6 68 , 5 
Apr63 addition de sous-sulfate aprds douze jours 

de contact , ia36 1698 68,6 

Apr^ addition de sulfate neutre ia98 1900 67, a 

Apr^ addition d*eau 1 140 144^ 68, 4 

Apr6s nouvelle addition d'eau io3o 1 144 68,6 

Apr6s addition de sous-sulfate et d'eau 884 818 66, a 

Aprte addition d'eau et de sulfate neutre 1 190 i564 68 , a 

Aprte addition d'eau 98a loaS 68,0 

Apr68 addition de sous-sulfate 984 i o34 68 , 3 

Comme Taddition d'une trfes-faible quantity d'eau {—^ environ du 
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volume de la liqueur) suffit pour donner un precipite de sous-sulfate 
dans une liqueur contenant 67 grammes d'acide libre et du sulfate 
neutre dissous, lesnombres qui representent Tacide libre peuvent etre 
regardes comme obtenus avec une approximation suffisante (i). 

Ainsi done, k 12 degres, temperature des experiences, Teau con- 
tenant par litre moins de 67 grammes d'acide decompose le sel neutre, 
s'empare de Tacide mis en liberte et se sature de sous-sulfate. Des 
qu'elle arrive a contenir 67 grammes d'acide libre, la decomposition du 
sel neutre cesse d'avoir lieu, et les divers elements du systeme se trou- 
ventdans un certain etat d'equilibre relalif (2). Si Ton vient a rompre 
celequilibre en ajoutant de Teau, de I'acide, du sous-sulfate ou du sel 
neutre, la dissolution se modifie dans tous les cas, de telle sorte que, 
quel que soit le point de depart, on finit toujours par aboutir a une li- 
queur contenant cette quantite 67 d'acide libre; elle cede de I'acide 
au sous-sulfate tant qu'elle depasse cette limite, et en emprunte nu sul- 
fate neutre tant qu'elle reste au-dessous. Ge dernier se decompose done 
ou se regenere jusqua ce que la liqueur arrive k ce degr6 limite de 
concentration qui constitue pour elle, a 12 degres, un etat d'equilibre 
stable, independant, en apparence, des quantit^s de sous-sulfate et de 
sulfate neutre qui se trouvent dans la liqueur. Ces elements peuvent 
cependant jouer un certain role, mais I'intluence de I'acide sulfurique 
est seule accessible a Texperience; celle des autres corps est de Tordre 



(i) II existe une cause de perturbation dont il faut tenir grand compte. Quand on ajoule 
une quantity d'eau un peu notable, le pr^cipit^ orang^ est imm^iat; mais, avec des propo;*- 
tions d*eau tr^s-faibles, il peut mettre plusieurs jours k se manifester; le sous-suifate reste 
dans la liqueur k T^tat de solution sursatur^e. [^oir, pour des ph^nom^nes analogues, le 
M^moire de M. Marignac Sur la solubilUe du sulfate de cliaux et retat de sursaturation de 
ses dissolutions [J finales de Chimie et de Physique y 5* s^rie, t. 1, p. 275).] II faut agiter 
fr^quemment la liqueur pour en bien m^Ianger les difiT^rentes parties, et, quand les cristaux 
oranges apparaissent, on les voit augmenter par une agitation r^p^t^ qui met les cristaux 
d4jk form6s en contact avec toutes les parties de la liqueur. Toutefois celle-ci n'atteint que 
lentement sa composition definitive, et, dans certains cas, avec des liqueurs ^tendues, j'ai 
dii attendre 5o jours que la sursaturation edt cess4 enti^rement. 

(2) Cet^tat d'equilibre est, sous certains rapports au moins, comparable aux phenoin^nes 
d'equilibre et de limite decouverts par MM. Barthelot et P^an de Saint-Gilles dans Taction 
des acides sur les alcools. [Recherches sur les a ffinites ; formation et decomposition des ethers 
(Jnnales de Chimie et de Physique, t. LXV, p. 385 et suiv. ; t. LXVI, p, 5 et puiv,; 
t. LXVIII, p. aaS et suiv.)] 

Jnn. de I'Ec. Normale, o« Serie. Tome V. — Mars 1876. 12 
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(les erreurs d'observation, et la sensibilite de la methode ne va pas jus- 
qu'k pouvoir la constater. 

Lorsqu'a une dissolution limpide de sulfate neutre saturee de sous- 
sel et chargee d'acide on njoute des quantites d'eau de plus en plus 
grandesy du sous-sulfate se precipite d*autant moins vite que la liqueur 
est plus 6tendue. Celle-ci revient d'abord a son degre de concentration 
limite, mais I'eau ajoutee augmentant sans cesse le sulfate neutre finit 
par disparaitre entierement. Le mercure qui reste alorsdansla liqueur 
s'y trouve tout entier a Tetat de sous-sulfate et precisement dans la 
proportion indiquee par la courbe de solubilite de ce sel que nous 
avons precedemment detenninee. 

Le sous-sulfate qui se depose dans ces circonstances est tres-nette- 
ment cristallise : ce sont de petits prismes oranges a six pans, souvent 
surmontes de pyramides a six faces. Les cristaux, courts et transpa- 
rents, sont souvent stries perpendiculaircment aux aretes laterales du 
prisme et fr6quemment accoles en groupes plus ou moins compliques. 

La dissolution d'acide sulfurique qui, a 12 degres, cesse de decom- 
poser le sel neutre, I'attaque et le jaunit des qu'on eleve sa temperature. 
Si rechauffement est faible, il ne se produit que peu de sous-sulfate, 
et, par le refroidissement, il disparait au bout de quelques heures (i). 
On voit done que la quantite minimum d'acide sulfurique libre qu'une 
dissolution acide doit contenir pour ne pas decomposer le sulfate 
neutre de mercure augmente quand la temperature s'eleve; on s'ex- 
plique facilement alors pourquoi une dissolution limpide de sel neutre 
dans de Teau aiguisee de 67 grammes d'acide sulfurique par litre se 
trouble quand on la chaufTe; le sel neutre dissous se dedouble en par- 
tie ou en totalite, a6n de fournir a la liqueur Tacide sulfurique libre 
qui lui manque pour atteindre le minimum de concentration qui cor- 
respond a la temperature consideree. 

La presence d'un acide etranger dans la liqueur ne change rien ^ 
Tensemble des phenomenes que nous venons de decrire. Prenons, par 
exemple, une dissolution quelconque d'acide chlorhydrique, divi- 



(1) Le sous-sulfate, qui se depose par Vaclion dc la chaleur, est aussi bien crista]Iis6 que 
cetui qu*on oblient en additionnant d*eau une solution de sulfate neutre. II r^pond exacte- 
ment comme lui k la formule 3 HgO, S0\ 
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sons-Ia en deux parlies et saturons-en une de sous-sulfate qu'elle dis- 
sout en quantite qui varie avec son degre de concentration; elle de- 
compose instantanement le sulfate neutre qu'on y projette et la decom- 
position ne s'arrete que lorsquc la liqueur contient, outre son acide 
chlorhydrique, 67 grammes par litre d'acide sulfurique libre. L'autre 
portion de la liqueur parait d'abord n'exercer sur le sulfate neutre au- 
cune action decomposanle et le dissoudre simplement; mais, si Ton con- 
tinue a ajouter du sel neutre» on le voit bientol se colorer, et des lors 
tout se passe comme dans le cas precedent. Seulement cette fois la so- 
lution chlorhydrique a commence par dissoudre, jusqu'a s'en saturer. 
le sous-sulfate forme dans les premiers instants de I'experience, et c/est 
grace a sa solubilite dans la liqueur que le precipite orange a pu de- 
ineurer inapergu quelque temps. 

Cette experience montre bien que Tacide chlorhydrique contenu 
dans la liqueur n*empeche ni ne favorise la decomposition par Teau du 
sulfate neutre de mercure; elle conduit, en outre, a la memo valeur li- 
mite trouvee plus haut pour la quantite minimum d'acide sulfurique 
que doit contenir une dissolution aqueuse pour dissoudre le sulfate 
neutre sans le decomposer. 

L'acide nitrique donne lieu a des resultats du meme genre; on 
trouve encore la meme quantite d'acide sulfurique dans la liqueur 
quand la decomposition s'arrete, tandis que la proportion d'acide ni- 
trique n'influe en rien sur le resultat. 

L'accord et la Constance des valeurs obtenues pour la quantite mini- 
mum d'acide sulfurique, dans des cas divers et en presence d*acides 
differents, sont tres-propres a monlrer que la decomposition du sous- 
sulfate, que nous supposons dissous par Tun quelconque des acides 
employes, si elle est reelle, ne porte que sur de tres-faibles quantites 
de matiere. Les differences apportees par cette perturbation, si elle 
existe, sont, dans les diverses series d'experiences, inferieures aux ecarts 
apportes dans chacune des series par les incertitudes d'observation. 

En resume, la proportion d*acide sulfurique libre regie la marche 

du phenomene. Si la liqueur employee contient moins de 67 grammes 

de cet acide libre, qu'elle en renferme un autre ou non^ elle decompose 

toujours le sulfate neutre, jusqu'a ce que, s*enrichissant peu a peu en 

acide sulfurique, elle atteigne cette valeur limite de concentration. 

12. 
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Des lors la decomposition s'arrete, pour recommencer immediatement, 
si^ par une cause quelconque, la quantite d'acide sulfurique libra di- 
minue; pour donner lieu au plienomfene inverse^ la regeneration du 
sel neutre (a Taide de ses elements sous-sulfate et acide sulfurique), 
des que, pour quelque raison, la quantite d'acide sulfurique libre vient 
a augmenter dans la liqueur. 



11. — mtrate de bismuth, BiO', 3 AzO', 3H0. 

A la temperature ordinaire les cristaux de nitrate de bismuth sont 
instantanement decomposes par Teau, qui devient fortement acide; 
en meme temps apparait un precipite blanc toujours cristallin, aussi 
bien au moment de sa formation qu'apres plusieurs jours de contact 
avec la liqueur, pourvu que la precipitation ne soit pas due a Tad- 
dition de quantites d'eau tres-considerables. La structure cristalline 
est des plus faciles a constater a la loupe, des paillettes chatoyanles 
brillent dans la liqueur quand on Tagite, et, si on les presse contre les 
parois du.vase avec une baguette de verre, elles manifestent un eclat gras 
et nacre, qui rappelle celui de Tacide stearique. Au microscope on voit 
des prisnies d'une transparence parfaite, a six faces, tres-aplalis, qui 
deviennent souvent des tablettes hexagonales absolument regulieres, 
isolees ou accolees les unes aux autres. Dans la lumiere polarisee on 
observe des couleurs tr^s-brillantes. Le precipite renferme des equiva- 
lents egaux de bismuth et d'acide azotique avec i, 2, 3 ou 4 Equiva- 
lents d'eau, suivant la temperature a laquelle il a etE desseche. A 
i5o degres il correspond a la formule 

BiOSAzOsHO. 

Lorsqu*on ajoute a une meme liqueur des quantites croissantes dc 
nitrate neutre BiOS 3AzO', 3H0, sa decomposition augmenle progres- 
sivementla quantite d'acide libre que la dissolution renferme, et Ton 
arrive a une liqueur qui dissout I'azotate sans le decomposer. En me- 
langeant directement de Teau a de Tacide nitrique, on pent arriver a 
preparer une liqueur ne decomposant plus le nitrate neutre quand on 
augmente la quantite d'acide qu'elle renferme, mais donnant le preci- 
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pit6 blanc cristallin de sous-nitrate des qu'on lui ajoute de Teau. Gette li- 
queur renferme par litre 82 grammes environ d'acide azotique anhydre. 

Le sous-nitrate de bismuth se dissout avec facilite dans I'eau chargee 
d'un acide et en particulier dans Tacide azotique tres-etendu. Etudions 
la solubilite de ce sel dans Teau chargee a 12 degres de quantites va- 
riables d'acide azotique. 

On met en contact, avec la liqueur acide, un exces de sous-nitrate 
pur et Ton agite souvent le melange. Au bout de plusieurs jours Tope- 
ration est termin^e; on dose le bismuth et Tacide azotique (i) dans la 
liqueur et Ton arrive aux resultats qui suivent, rapportes encore a 
I litre de liqueur. 



AzO' 
iniHal. 


Az0» 
final. 


BiO'dissous 
a I'etat 
de tou8-nitrate. 


3,7 


3':9 


0,8 


9,1 
i3,o 

32,7 

42,0 


10,0 
14,6 

38,9 
5o,3 


4,^ 

7>o 
27,3 

40,5 


76,0 


99i4 


102,4 


82,0 


108,1 


114, a 


84,1 


110,9 


118,5 



Obsenrations. 

La liqueur, avant et apr^ sa saturatioD par le sous- 
nitrate, decompose instantan^ment le sel neutre. 

» 

La liqueur, satur^e ou non de sous-sel, ne decompose 
pas le sel neutre. 

II est k peine besoin de remarquer que le poids d'oxyde de bis- 
muth, compare a celui d'acide azotique introduit, satisfait a la formule 
BiO*, AzO*. On aurait pu ne doser dans la liqueur que Tun des ele- 
mentSy on en aurait deduit Tautre. 

En prenant pour abscisses les poids d'acide initial et pour ordonnees 
les poids d'oxyde dissous, nous avons une courbe figurative de la solu- 
bilite, parfaitement reguliere, qui s'eleve rapidement en tournant sa 
concavite vers les ordonnees positives, tant qu'on ne depasse pas 
I'abscisse correspondant a 82 grammes d'acide initial. Lesnombres de 
la derniere experience exigeraient que la courbure changeat brusque- 



(i) Pour doser racidenitrique, on fait digerer pendant plusieurs heures la liqueur avec du 
carbonate de baryte artificiel ; tout Tacide devient nitrate de baryte ; on ajoute k la liqueur 
filtr^e de Tacide sulfurique, et le poids de sulfate de baryte recueilli permet de conclure 
celui de I'acide nitrique correspondant. Le bismuth est dos^ k T^tat d'oxyde BiO*. 
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ment de sens et que la convexile se dirigeat vers les Y positives k par- 
tir de Tabscisse 82. 

Semblablement a ce que nous avons fait pour le sulfate de mercure, 
nous cliercherons a represcnter la composition de la liqueur en pre- 
nant d'abord 82 grammes d'acide libre, puis ii4 d'oxyde, qui, unisli 
26,1 d'acide, formeront du sous-nitrate dissous par les 8a d'acide 
libre; il restera 4^% 5 d'oxyde, qui, avec 3 grammes d'acide, sont bien 
dans les proportions voulues pour constituer du sel neutre. 

II est aise de voir que de cette maniere, quand on aura depass^ 
82 grammes d'acide libre, I'exces d'acide etant employe a reconstituer 
du sel neutre en secombinant a du sous-nitrate, la liqueur s'enrichira 
moins en oxyde que s'il y avait simple dissolution du sous-sel; car, 
pour une augmentation de 5 grammes d'acide, nous avons, au voisi- 
nage de I'abscisse 82, un gain de 12 grammes d'oxyde environ, tandis 
que la recomposition du sel neutre n'introduit, pour 5 grammes d'a- 
cide, que 10 grammes d'oxyde de bismuth dans la liqueur. 

Dans le but de verifier qu'en eflet la liqueur qui renferme par litre 
plus de 82 grammes d'acide, mise en presence d'un exces de sous-se1, 
reconstitue du sel neutre qui entre en dissolution, nous avons varie 
les conditions des experiences et dose dans tons les cas les quantit^s A 
et B d'acide et d'oxyde total lorsque toute reaction a cesse. Si Ton 
retranche a A 82 grammes d'acide libre et 26, 1 qu'il dissout k Tetat de 
sous-nitrate, aBi 14,2 d'oxyde combine aux 26«^I d'acide nitrique dans 
le sous-sel, les restes A — 82 — 26,1 et B — 1 14,2 devront se trouver 
dans le rapport indique par la constitution du sel neutre. On peut 
aussi retrancher 11492 a B, calculer la quantite d'acide nitrique qui, 
en se combinant au reste, formerait du sel neutre, et la somme de cette 
quantity et de 26,1, retranchee de A, doit donner pour reste 82.yoici 
les resultats obtenus : 

AzO*" total. BiO* total. AzO* libre. 
fr »r gr 

Eau et nitrate neutre en exc^s ii3,i 121,5 82,0 

Apr^s addition d'acide nitrique 1 20 , 6 1 32 , o 82 , 5 

Apr^s addition d*eau et de sel neutre. ... 180, i 220,4 83, i 

Apr6s addition de sous-nitrate 1 So , 7 220 ,6 83,4 

Eau, acide nitrique, sous-sel en exc6s 1 88 ,2 234 ,0 82 , i 

Apr^s addition d*eau 140, 3 190,7 83, i 

Apr^ addition de sous-nitrate 1 40 ,0 191 )0 82 ,6 

Apr6s addition d>au i32,o '77,7 83,5 

Apr6s addition de sel neutre i47)9 202,7 82,7 
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On voil que les nombres de la troisifeme colonoe sont sensiblement 
les memes et que la proportion d'acide libre reste invariable dans des 
liqueurs de composition bien difTerente. 

Ainsiy quand on fait agir a lo degres de Teau pure ou faiblement 
chargee d'acide nitrique sur du nitrate neutre de bismuth, celui-ci sc 
decompose, de Tacide nitrique devient libre et il se forme du sous-ni- 
trate cristallise qui se dissout jusqu'a saturer la liqueur. Quand la pro- 
portion d'acide libre atteint 82 grammes par litre environ, la decom- 
position cesse et le nitrate neutre se dissout simplement. Si Ton ajoute 
alors de I'eau ou de Tacide nitrique, la composition de la liqueur se mo- 
difie jusqu'a ce qu'elle renferme la quanlite limite d'acide libre, en 
cedant au sous-nitrate si elle en contenait tout d'abord davantage, de- 
composant le sel neutre dissous si elle en rcnfermait moins. G'est 
done ici encore I'acide nitrique libre qui regit la formation ou la des- 
' truction du sel neutre, et si les autres elements (nitrate neutre et sous- 
nitrate) que la liqueur renferme ont une influence quelconque, elle est 
de I'ordre des erreurs d'exp^rience et echappe par suite a I'obser- 
vation. 

Enfin, lorsqu'a une dissolution acide de nitrate neutre de bismuth 
on ajoute de I'eau en quantites de plus en plus grandes, du sous-nitrate 
se precipite et la liqueur revient toujours a son degre de concentration 
limite tant qu'il reste du sulfate neutre en dissolution; mais, la quan- 
tity d'eau allant en augmentant sans cesse, ce.sel disparait entiere- 
ment, la quantite d'acide libre, desormais inferieure a 82 grammes, 
diminue, et Ton ne retrouve plus dans la solution que du sous-nitrate 
dissous, dans la proportion indiquee par la courbe de solubilite de ce 
sel. Yoici quelques resultats obtenus dans ces circonstances; ces nom- 
bres se placent rigoureusement sur la courbe de solubilite : 



Eau et nitrate neutre 

Apr^s addition d'eau 

n • 

n 

» , 

Apr^s addition d'acide nitrique 



0' loUl. 


BiO« totol. 


AzO* libre. 


24,3 




ai,i 


I9i3 


10,1 


17,0 


14,5 


7,0 


1^,9 


11,8 


5,3 


10,6 


5,4 


1,8 


5,1 


24,5 


i3,o 


21,5 


3i,9 


21, a 


a?, I 



» 

» 38,9 a?, 4 32,7 
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Dans ces experiences, ou nous sommes constamment au-dessous do 
la limite 82, les additions d'acide nitrique n'ont d*autre effet que de 
modifier la solubilite du sous-sel. Le sous-nitrate, qui se depose quand 
on ajoute de Teau a une liqueur deja etendue (ce qui diminue notable- 
ment sa solubilile), est souvent en tables hexagonales tres-larges. II 
repond, du reste, toujours a la composition BiO', AzO*. 

Quand on chaufTe une dissolution acide de nitrate neutre, on voit 
encore apparaitre le precipite cristallise de sous-sel, et celui-ci se re- 
dissout apres le refroidissement au bout d'un temps plus ou moins 
long. G'est que la quantite minimum d'acide nitrique libre qu'une li- 
queur doit renfermer pour ne pas decomposer le nitrate neutre aug- 
mente quand la temperature s'eleve. Le sel neutre se dedouble alors, 
abandonnant a la liqueur Tacide nitrique qui lui manque pour atteindre 
le degre de concentration limite qui correspond a la temperature con- 
sideree. Comme le refroidissement ramene les conditions primitives, 
cet acide, desormais en exces, s'unit au sous-nitrate qui resultait de sa 
mise en liberte lors de Televation de la temperature, et le precipite, 
se dissolvant peu a peu, disparait de la liqueur. 

IIL — Sous-nitrate de bismuth, BiO*, AzO*, HO. 

Le precipite blanc cristallin de sous-nitrate de bismuth que Ton ob- 
tient dans les circonstances precedentes pent, lui aussi, subir Tin- 
fluence decomposante de Teau. Quand on le met au contact d'une 
grande quantite d'eau froide, 100 fois son poids par exemple, il perd 
rapidement son eclat et sa forme cristalline pour affecter Tapparence 
d'une poudre amorphe. En meme temps la liqueur devient laiteuse, elle 
traverse les filtres en cet etat, et ce n'est qu'aprfes avoir traverse plu-- 
sieurs filtres superposes qu'elle devient limpide. L'acidite de cette li- 
queur indique que le sous-nitrate s'cst dedouble en acide nitrique et en 
un nouveau sel plus basique que Ic premier. 

D'une maniere generale> les caracteres de cette decomposition sont 
ceux que nous avons observes avec le nitrate neutre, ct la liqueur, 
mise en contact avec iin exces de sous-nitrate, contient : i^ de I'acide 
nitrique libre, dont la quantite represente la limite inferieure de con- 
centration, pour laquelle la decomposition du sous-nitrate n'a plus 
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lieu; 2"du sous-nilraieBiO', AzO'.HOdissousilanscetacideiibre; S^une 
certaine quantite du nouveau scl rorme, egalemcnt en dissolution. 
Seulement, ici, coinme on doit opcrcren presence de liqueurs tres-cten- 
dues, la delerminalion de la litnite, fort diirerente de eelle qui corres- 
pond a Tazolale neutre. ne peut plus s'efTecluera la temperature ordi- 
naire. Lcs valeurs qui representent les deux limiles correspondant it 
I'azotate neutre et au sous-azotate different tellement enlre elles a une 
meme temperature, que, landis que la decomposition du sel neutre se- 
rait Irijs-difiicite a etudler a loo degres, celle du sous-nitrate ne dc- 
vient facile k mcsurer qu'a cette temperature. Par suite, le deuxi^me 
plienomene ne peut en aucune fa^on 6tre rcgarde comma une cause de 
perturbation du premier. 

Tout se passe, d'ailleurs, avec I'eau boutllante commc avec I'eau 
froide : le sous-nitrate cede peu a pen son »eide a I'eau bouillante, et 
quand celle-ci, successivement renouvelce, cesse de s'en charger, le sel 
est reduit en une poudre blanclie insipide qui, meme au microscope, 
ne semble pas cristalline, et dont la composition est exprimee par la 
formule aBlO', AzO*. 

La liqueur, qui a bouil 11 avecunexces du sous-nitrateBiO', AzO*,HO. 
renlerme par litre 4 grammes environ d'acide libre, et, dans une telle 
liqueur, le sous-se! aBiO^.AzO' est a peine soluble. Comnie 11 ne ren- 
lerme que le dixleme de son polds d'acide nitrique, on peut, sans er- 
reur sensible, ne pas en tenir eompte et adinettre que la quantite tolale 
d'acide nitrique (jue Ton trouve dans la dlssolulloii comprend : i" I'a- 
cide libre; a" celui qui est a I'etat de BiO', AzO*, HO. On a ainsi, par 
litre et a loo degres : 



4 



4,4 .,a 4,"a 

4,6 1,1 4,35 

La liqueur qui, k too degres, cesse de decomposer le sous-nitrate 
BiO*,AzO'', contient done 4 grammes environ d'acide libre par litre. 
Elle dissout is',3 de ce sous-nitrate et une tres-faible quantite du com- 
pose aBiO', AzO'. 

Quand on fait bouillir le sous-sel cristallise avec de I'eau renfermant 
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4 grammes d'acide par litre ou une quantite un peu sup^rieure, la li- 
queur reste parfaitement limpide et le sel garde son eclat; mais si, eo 
ajouiant de I'eau, on abaisse I'aeide libre au-dessous de cetfe limite, la 
liqueur devient immediatement opaline, passe trouble a travers les fil- 
tres, et les paillettes perdent leur 4clat et leur forme cristalline. En 
remplaQant la liqueur par de I'eau pure, celle-ci s*acidifie de moins en 
moins, jusqu'a ce que, apres plusieurs renouvellements successifs, 
elle reste neutre, et le precipite, qui presente alors la^composition 
2BiOSAzO', parait n'eprouver de la part de Teau bouillante aucune 
action appreciable. 

Si Ton verse au contraire, dans la liqueur trouble, quelques gouttes 
d'acide nitrique, des que sa concentration depasse la limite de !\ grammes 
par litre elle s'eclaircit; Tacide en exces se combine avec une portion 
dusous-sel 2BiO^,AzO*, etcelui-ci,redevenantduBiO*,AzO%reprend 
son eclat argentin et sa forme cristalline. II se dissout integralement 
dans la liqueur lorsqu'on y ajoute des quantites d*acide un peu consi- 
derables. 

II est des lors facile de se rendre compte des differences de composi- 
tion que presentent les sous-nitrates de bismuth du commerce. Quand 
on precipite le nitrate neutre par Teau, on obtient d'abord le nitrate 
basiqueBiO', AzO',HOcristalli.se, qui, par des lavages a Teaufroideou 
chaude, se decompose en partie et perd son eclat. La poudre blanche 
qui reste contient alors du sous-nitrate 2BiO\AzO* meledeBiOSAzO'^ 
plus ou moins altere. De la les proportions variables d*acide et de base 
que Ton trouve dans ces melanges. Les sous-nitrates du commerce ce- 
dent toujours de Tacide nitrique a Teau, et ce n'est qu*apres epuise- 
ment complet par ce liquide qu'ils presentent la composition, desor- 
mais invariable, qui repond a la formule tiBiO*, AzO*. 



IV. — Protochlorure d'antimoine^ Sb^CP. 

Le protochlorure d'antimoine, mis au contact de Teau, doiine, 
comme les sels precedents, une liqueur fortement acide, en memo 
temps qu'un precipite blanc cristallin d*oxychlorure d'antimoine 
SbMJ'Cl se produit. A mesure qu'on ajoute a la dissolution des cris* 
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taux de protochlorure, ellc s'enrichit en acide chlorhydrique libre, 
grace k la decomposition de ce sel, el I'on arrive finalement a avoir un 
liquide qui dissout le chlorure sans Ic decomposer. On peul, d'ail- 
leurs, preparer par latonnements un melange d'eau etd'acide chlorhy- 
drique n'ayant aucune action chimique sur le chlorure d*antimoine, 
quand on augmente la quantite d'acide qu'elle renferme, mais le de- 
composant en donnant le precipile blanc des qu'on lui ajoute de 
I'eau (i).Cetle liqueur renferme par litre environ iSg grammes d'acide 
chlorhydrique anhydre. 

En etudiant la solubilite de Toxychlorure d'antimoine dans Teau 
chargee de quanlites plus ou moins fortes d'acide chlorhydrique a la 
temperature de i5 degres, on trouve les resultats qui suivent : 







Sbdissous 




■ 


u I'etat 


Hf.l initial. 


Ha 6nal. 


deSb«0«CI. 


ir 

54,5 


pr 
54,7 


1,65 


69,4 


70,2 


5,3 


ii5,6 


119,9 


^9,^ 


121,4 


126,9 


36,3 


i58,98 


169,7 


74,9 


162,7 


222,6 


187,4 



Observations. 

La liqueur decompose le protochlorure avanl 
d'etre satur^e d'oxychlorure, comme apre3. 

» 

» 
La liqueur ne decompose plus le protochlorure. 

» 



On voit que le poids d*antimoine dissons, compare k celui d'acide 
chlorhydrique introduit en meme temps que lui dans la liqueur, corres- 
pond bien a la formule Sb^O^Cl. 

Or, prenant pour abscisses les poids d'acide initial et pour ordonnees 
les poids d'antimoine dissous a I'etal d'oxychlorure , on obtient une 
courbe parfaitement reguliere tant qu'on ne depasse pas I'abscisse cor- 
respondant a iSg d'acide initial; puis tout a coup I'ordonnee croit 
brusquement avec une rapidite extreme, comme on le voit dans le der- 
nier nombre du tableau. 

Si nous cherchons, cette fois encore, a interpreter le phenomene 
comme nous I'avons fait avec les sels precedents, et a representer la 
composition de la derniere liqueur en y prenant d'abord iSg grammes 



(1) Foir, sur la decomposition de Sb'Cl', un Memoirodo M. Baudrimont, Comptcs rcndiu- 
des stances de r Acad^mie des Sciences, t. XLU, p. 863. 

i3. 
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d'acide libre et 75 d'antimoinc, qui, combiaes k 10,7 d'acide, forme- 
ront de I'oxychlorure dissous par les i5g grammes d'acide libre, il 
restera 11:3, 5 d'antimoine et 5^,9 d'acide chlorhydrique qui sont bien 
dans les proportions exigoes par la formule Sb'CP du protochlorure 
d^antimoine. 

II est aise de voir que, de cette mani^re, quand on aura depasse par 
litre iSg grammes d'acide libre, Texces d'acide 6tant employe a se 
combiner avec de Toxychlorure pour reconstituer du protochlorure, la ' 
liqueur devra s'enrichir plus vite en antimoine que lorsqu'il y avait 
simplement dissolution de Toxychlorure ; car, au voisinage de Tab- 
scisse 159, a une augmentation de 10 grammes d'acide, correspond 
un gain de 1 1 grammes environ d'antimoine, tandis que la formation du 
protochlorure entraine, avec 10 grammes d'acide, ^4 grammes d'anti- 
moine dans la liqueur. 

On pent encore verifier, comme avec les sels precedents, par des ex- 
periences analogues et a I'aide de la meme methode, que toute liqueur 
contenant par litre plus de 159 grammes d'acide chlorhydrique libre, 
mise en presence d'oxychlorure en exces, reproduit du protochlorure 
qui entre en dissolution. On dose dans chaque liqueur I'acide chlorhy- 
drique total A et I'antimoine total B ; la quantite d'acide libre n^- 
cessaire pour empecher la decomposition du protochlorure etant 
159 grammes par litre et cet acide dissolvant, k I'etat d'oxychlorure, 
75 grammes d'antimoine unis k 10,7 d'acide, les quantiles 

A--(i59-f- 10,7) 

d'acide et B — 76 d'antimoine doivent se trouver dans le rapport 
voulu par la formule Sb^CP. On pent aussi prendre B — 75, calculer le 
poids P d'acide qui, en s'y combinant, donnerait du protochlorure, et 
alors la quantite A — (P-Mo,7) doit donner un reste tres-voisin de 
159. Voici quelques resullals : 

HCl total. Sb total. HCl libre. 

icr f r fr 

Eau et protochlorure en exc^s 222 ,6 * 07 » 4 ^ 62 , 7 

Apres addition de protochlorure i94)4 i^7»3 i59,6 

Apr^s addition d'eau et d'oxychlorure 184, 3 ii4)9 i^4>2 

Eau et protochlorure en exc^s 286,4 334, i i^9>7 

A pr^s addition d*eau ^^iti ^97i^ i58,9 
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dis que, dans ces conditions, roxychlorure devient seulemcnt rouge 
elair. 

La decomposition de Toxychlorure s'effectue comme celle du proto- 
chlorurc; la liqueur acide est Ires-etendue et ne conlient que des 
traces d'antimoine en dissolution. La determination de la quantity li- 
mite d*acide chlorhydrique, pour laquelle la decomposition du sel n'a 
plus lieu, ne peut s'effectuer a la temperature ordinaire, a cause du 
pen d'intensile de cette decomposition; mais, en faisant bouillir de 
Teau et de Toxychlorure en exces, on arrive loujours iinalement a une 
liqueur renfermant par litre 3«%5 environ d'acide chlorhydrique libre, 
et toute liqueur plus concentree se comporte vis-a-vis (fe Toxychlorure 
comme un simple dissolvant. 



Wl.^^Sulfate double depotasseetdechaux, 2(S0', CaO),(SO',KO),3HO. 

Lorsqu*on melange du sulfate de chaux en poudre a une solution 
concentree et froide de sulfate de potasse, ii se produit un sulfate 
double de potasse et de chaux (dont j*indiquerai ailleurs le mode de 
preparation et les proprietes). Cest un sel bien cristailise en aiguilles 
brillantes, qui repond a la formule 2(SO',CaO), (SO^KO), 3H0, etqui, 
en presence de Teau, se ternit, s'altere, perd pen a pen son sulfate de 
potasse, et, apres un lavage proloqge, se reduit a du sulfate de chaux 
pur. Pour etudier cette decomposition, nous avons eu recours aux expe- 
riences qui suivent : 

i^ On fait agir sur du sulfate de chaux une solution saturee et en 
exces de sulfate de potasse; du sulfate double prend naissance et la li- 
queur renferme a la fois du sulfate de potasse et du sulfate de chaux. 
Apres avoir analyse une portion de cette liqueur, on y ajoute de I'eau. 
Au bout d*un certain temps, on analyse une partie de la liqueur nou- 
velle, puis on y ajoute de Teau et ainsi de suite. Ii suffit de doser la 
chaux et Tacidesulfurique pour connaitre dans quelles proportions se 
trouvcnt le sulfate de chaux et le sulfate de potasse. A mesure que la 
liqueur devient plus etendue, le poids du sulfate de potasse contenu 
dans un volume donne va d*abord en diminuant, puis reste fixe pen- 
dant quelque temps et enfin diminue de nouveau indefiniment. Ainsi, 
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k 1 5 (legres, i litre de liqueur, qui renfermait d*abord 80 grammes 
de sulfate de potasse, en perd peu a peu, jusqu'a n'en plus contenir 
que ^5 environ, se maintient longtemps a ce degre de concentration, 
puis, par des additions d'eau successives, arrive a n'en plus renfermer. 

a° Le sulfate double pur est mis en contact avec de I'eau, et, au bout 
de quclques heures, on analyse une portion de la liqueur, puis on 
ajoute de Teau et ainsi de suite. La quantite de sulfate de potasse con- 
tenue dans un volume donne de la liqueur reste longtemps constante, 
malgre des additions d'eau successives, puis fmit par diminuer indefi- 
niment. 

3** Dans ces deux series d'experiences, on trouve que le poids de sul- 
fate de potasse qui reste quelque temps invariable est le meme, et si, a 
ce moment, on ajoute du sulfate de chaux en exces, il ne sc combine 
pas au sulfate de potasse libre et la composition de la liqueur ne 
change pas. 

4"^ Si, au lieu de sulfate de chaux (suppose deja en exces), on ajoute 
du sulfate de potasse, celui-ci se combine avec du sulfate de chaux 
precedemment libre, et la composition de la liqueur reste encore con- 
stante et la meme qu'auparavant. 

S^Enfm si, dans une liqueur renfermant une quantite quelconque de 
sulfate de potasse, on introduit un exces de sulfate de chaux, il se forme 
du sel double quand la solution contient par litre plus de a5 grammes 
environ de sulfate de potasse; il ne s'en forme pas trace quand elle en 
renferme moins. Le tableau suivant resume un certain nombre des re- 
sultats fournis par ces diverses series d'experiences : 

^ Duree S0«,Ca0 80% KO 

del'eiperience. par litre. par litre. 

Sulfate do chau!L et solution satur^e et en exc^s de h tr gr 

SO\KO 36 1 ,293 36,o55 

Apr^ addition d'eau 3o i ,2^^ 24 ,960 

» 24 1,293 2i5,o4o 

» 24 I » 293 25 , 037 

» 24 1,^93 24,903 

» 48 i,36o 24,245 

» 48 i,36o 24,061 

On remplace toute la liqueur par de Teau. Les ai- 
guilles brillantes de sel double disparaissent enti^- 

rement 4^ 1,293 6,558 
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burde SO'.CaO SO%KO 

derexperience. par litre. par litre. 

h gr f r 

Apres nouvello addition d'eau 4^ a,3oo i,6io 

Solution do SO*, KO et sulfate do chaux en exc6s. ... lo i ,3io ay, 690 

Apr^s addition de SO^ KO dissous 48 1 ,36o 25,926 

» 48 i,36o MjS^S 

Apres addition de SO*, KO pulv^ris^ i^i i , 36o 2^5,909 

Solution do SO*, KO etSO',CaO en exc6s 120 i,36o a5,888 

» 432 i,36o ^4,794 

Apr6s addition de SO*, KO en poudre 192 i , 36o 25 ,786 

Solution renfermant par litre 22 grammes de SO*, KO 

et sulfate de chaux en exc^s 64B i , 36o ai ,993 

Sulfate double pur et eau 4B i ,36o 24, 860 

A pr^ addition d'eau 4a i»394 26,o3o 

» 96 i,36o 26,3io 

» 120 1,394 25,207 

On remplace toute la liqueur par de Teau * 96 i,36o 12,691 

Addition d*eau nouvelle 96 i,3io 2,117 

Liqueur ( renfermant par litre 26 grammes de SO*KO, 

et i**", 440 de SO*, KO en cxc^s] et sulfate double pur. 24 i,43o 25,990 
Liqueur (renfermant par litre 26 grammes de SO*KO, 

et i'% 440 de SO*, KO] en exc^s et sulfate double pur. 192 i ,43o 26,020 
Sulfate double pur en exc^s, et eau renfermant par 

litre 25 grammes de S0\ KO 24 i ,36o 25 ,279 

Apr^ addition de sulfate de chaux 192 i , 36o 25 ,61 3 

Sulfate double pur. Exc^s d'eau renfermant par litre 

5o grammes do SO*, KO 336 i ,36o 49>99o 

Sulfate double pur en exc^s, et eau renfermant par 

litre 25 grammes de SO*, KO 144 i ,36o 25, 610 

Sulfate double pur en exces, et eau renfermant par 

litre 25 grammes de SO*, KO 3i2 1 ,36o 25, 606 

Sulfate double pur. Solution satur^e de SO*CaO en 

exc^s 48 1 ,36o 25,235 

Sulfate double pur. Solution satur^e de SO*CaO en 

exc6s 192 1 , 36o 25 ,448 

Oq voit done que, k la temperature de i5 degres, a laquelle ces ex- 
periences out ete faitesy le sulfate double de potasse et de chaux, mis 
au contact de Teau pure, se detruit au moins en partie et que la decom- 
position s'arrele quand la liqueur contient environ a5 grammes de sul- 
fate de potasse par litre. Si Ton ^tend alors la liqueur, une nouvelle 
portion du sel se decompose ; si Ton ajoute, au contraire, du sulfate de 
potasse, il se combine au sulfate de chaux libre, et, dans les deux cas, 
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on finit par trouver dans i litre de liqueur ^5 grammes de sulfate de 
potasse. La liqueur n'a plus alors d'autre action sur le sel double que 
d'en dissoudre une tres-faible quantite. 

Tout ce que nous vcnons de dire pour le sulfate de potasse, Tun 
des elements du sel double, devrait pouvoir s'appliquer au second, 
le sulfate de chaux, et cependant I'experience ne prouve pas qu'il en 
soit ainsi; on ne trouve pas que le poids de sulfate de chaux, dissous 
dans un volume determine de la liqueur, aille en diminuant d'abord 
pour atteindre une certaine limite. II y a lieu de chercher quelle in- 
fluence peut avoir la presence du sulfate de potasse sur la solubilite du 
sulfate de chaux et sur celle du sulfate double. 

Considerons un melange d'eau et de sulfate double a la temperature 
ordinaire, une faible partie du sel se dissout et une autre se decom- 
pose. Ses elements se separent, jusqu'a ce que la liqueur contienne par 
' litre, d'une part, 26 grammes environ de sulfate de potasse, de I'autre, 
une quantite de sulfate de chaux anhydre inferieure ou au plus egale a 
2^,36o (qui represente la quantite de sulfate de chaux SO',CaO que 
I litre de chaux peut dissoudre a i5 degres). Le sulfate de potasse 
etant le plus soluble des deux sels jouera un rdle preponderant dans 
le phenomfene; il nous restera, au bout d'un certain temps, du sel 
double non attaque et dont une partie (necessairement tres-faible, vu 
le peu de chaux que renferme la liqueur), est dissoute, une solution de 
sulfate de potasse en renfermant environ 26 grammes par litre, enfin du 
sulfate de chaux qui provient du sel decompose et dont une partie est 
dissoute, tandis que Tautre demeure insoluble. C'est ici que le sulfate 
de potasse vient jouer un r61e particulier. 

Prenons, en effet, une solution saturee de sulfate de chaux a i5 de- 
gres et ajoutons-y progressivement des cristaux de sulfate de potasse, 
jusqu'a ce qu'ils cessent de se dissoudre. Si, pour divers etats de la li- 
queur, nous cherchons les poids de sulfate de chaux dissous, nous trou- 
vons par litre : 
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SO', KO. 
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i,36o 
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no 


0,748 



D'npres ce tableau, le poids de sulfate de chaux va en diminuanl; il 
faut done tout d'abord qu'il s'en precipite, et, en effet, on ne tarde pas 
a observer un depot de cristaux, dont la forme et Taspect font recon- 
naitre du gypse, ce que verifie, du reste, leur composition, et Ton en 
conclut simplement que, en presence du sulfate de polasse, le sulfate 
de chaux est moins soluble que dans Teau pure; de plus, la precipita- 
tion des cristaux est lente, la liqueur se sursature, et Taddition de 
quelques cristaux de sulfate de chaux ne suffit pas toujours pour acce- 
lerer nolablement la marche du phenomene. Quand le poids de sulfate 
de potasse dissous atteint 26 grammes par litre ou depasse cette limite. 
ce n'est plus du gypse, mais bien du sulfate double que Ton voit se 
former dans le liquide en houppes d'aiguilles fines et briilantes. La 
quantite totale de chaux que Ton trouvc alors dans la liqueur repre- 
sente non plus seulement du sulfate de chaux, mais la sommc des 
quantites de sulfate de chaux libre et de sulfate double, tons deux dis- 
sous dans le liquide. L'expericnce montre que cette quantite totale de- 
pend non-seulement de ia temperature, mais aussi de Texces de sul- 
fate de potasse contenu dans la dissolution. EUe augmente quand la 
quantite totale de sulfate de potasse dissous diminue. 

En definitive, la decomposition du sulfate double de potasse et de 
chaux, sous Tinfluence de Teau a i5 degres, se fait de telle sorte qu'un 
litre de la liqueur contienne d'une maniere permanente 516 grammes 
environ de sulfate de polasse et i,3 de sulfate de chaux; elle est alors 
sans action chimique sur le sel double. A cette temperature il faut done 
que le liquide qui baigne le sel ait une composition determinee et con- 
stante pour que Tequilibre subsiste. Si Ton ajoute de Teau, une partie 
du sel se decompose; si la concentration augmente, une portion du sel 
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double se reproduit, de maniere h retablir toujours dans la liqueur la 
composition primitive. 

Ainsiy h 1 5 degres, il cxiste une liqueur sans action chimique sur ie 
sulfate double avec lequel on la met en contact. Si maintenant on fait 
varier la temperature, on trouve que la composition de cette liqueur 
limite varie, comme Findiquent les nombres suivants, rapportes au 
litre. La duree au bout de laquelle la liqueur alteint sa composition de- 
finitive est variable; mais, en general, au bout de deux heures, cette 
composition ne change plus sensiblement. 
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La quantite de sulfate de potasse necessaire pour que la decomposi- 
tion du sel double n'ait plus lieu augmente done avec la temperature. 
II est ^ remarquer aussi que le poids de sulfate de potasse dissous reste 
toujours bien inferieur k celui que pent dissoudre a la meme tempera- 
ture un litre d'eau. D'aprbs Gay-Lussac et Berzelius, la solubilite du 
sulfate de potasse croit sensiblement en raison directe de la tempera- 
ture* et* en calculant d'apres cela les poids de sulfate de potasse corres- 
pondant aux temperatures ci-dessus pour Feau pure, on aurait, en 
les comparant aux precedents, les resullats qui suivent : 

SO»,KO 

Tempdralure. dans la liqueur. dans Teau pure. 
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Quant au sulfate de chaux, sa solubilite dans Teau pure varie tres- 
peu entre zero et loo degrcs (i), et, si Ton neglige la faible quantite de 
sel double dissous, la petite proportion de ehaux que la liqueur ren- 
ferme represente simplement sa solubilite dans des solutions de sul- 
fate de potasse de plus en plus concentrees. 

A cliaque temperature correspond done une valeur liniite de con- 
centration de la liqueur, a partir de laquelle la decomposition du sel 
double n'a plus lieu. Cette iimite invariable, quand la temperature 
est constante, s*eleve et s'abaisse avec elle. Selon qu'une liqueur est 
au-dessous ou au-dessus du degre de concentration qui correspond 
a une temperature determines le sel double se detruit done ou se 
reforme, et, dans les deux cas, le pbenomene s'arrete, des que la li- 
queur atteint la composition Iimite qui correspond k la temperature 
consideree. 

La presence dans la liqueur d'un sel etranger, sans action cbimiquc 
sur le sel double ou sur ses elements, ne modifie en rien le pbenomene, 
pourvu toutefois que la solution saline qui doit agir sur le sulfate de 
cbaux en ait ete prealablement saturee (cette precaution est indispen- 
sable, parce que les sels qui se pretent a Texperience, nitrates, cblo- 
rures, acetates, etc. alcalins augmentent notablement la solubilite du 
sulfate de chaux). Ainsi, a i5 degres par exemple, une solution dc 
20 grammes de chlorure de potassium dans i litre d'eau dissout 
|8%495 de SO*,CaO; et, apres dix jours dc contact avec un exces 
de sulfate double, elle contient i,5oo de sulfate de cbaux et ^5,8 
de sulfate de potasse. Avec 100 grammes d'azotate de sonde dans 
I litre d'eau,on dissout 6,38 de sulfate de chaux, et, apres contact pro- 
longe avec un exces de sel double, on trouve dans la liqueur 6,3 de 
sulfate de chaux et 26,7 de sulfate de potasse. De memo, 180 grammes 
d'acetate de sonde dans i litre d'eau dissolvent 6,64 de sulfate de 
chaux, et, apres digestion sur le sel double, il y a 6,6 de sulfate de 
chaux et 26,9 de sulfate de potasse. Enfin, si la dissolution saline 
saturee de sulfate de chaux a ete tout d'abord additionnee de 
26 grammes par litre de sulfate de potasse, elle est, comme Teau pure 



(i) Marignag, Meinoirc sttr la solubilite du sulfate de chaux {Annales de Chimic et de 
Physifjucy 5* s6rie, t. I, p. 275). 
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dans les memes circonstanccs, depourvuc de toute action cliimique sur 
le compost. 

En resume, I'eau decompose tous les sels que nous venons d'etu- 
dier, et comme ceux-ci ont des compositions et des proprieles entiere- 
ments diflferentes, les resuUats obtenus peuvent s'appiiquer a tous les 
sels destructibles par I'eau; il se forme un produit peu soluble (sous- 
seU sulAite de chaux, etc.), et Teau devient une dissolution acide ou 
saline. 

Pour chaque temperature il existe une liqueur de composition telle, 
que, suivant qu*on en fait varier la concentration dans un sens ou dans 
Tautre, il y a decomposition ou reeonstilution du sel considere; et, 
quel que soit le point de depart, le sens du phenomene est toujours tel, 
que la liqueur reviennc h cette composition limite. 

Le degre limite de concentration parait independant de la quanlite 
de sel non decompose que la liqueur renferme, de la proportion des 
elements non dissous de ce sel qu'elle contienlet de la nature des sub- 
stances acides ou salines qu'elle pent contenir, celles-ci n'ayant, bien 
entendu, aucune action chimique sur le sel ni sur ses elements. Si ces 
substances ont quelque influence sur le phenomene, le nombre qui la 
mesure est du meme ordre de grandeur que les erreurs d'exp6rience, 
et la sensibilite de la methode d'observation n'est pas sufiisante pour 
permettre d'evaluer ou meme de conslater cette influence. 

II ne sera pas sans interet de rapprocher ces resultats g^n^raux 
des lois de la dissociation , telles que M. Henri Sainte-Claire Deville 
les a etablies, et qui, sauf quclques differences de mots, paraissent 
s'appliquer k ces decompositions par Teau. On ne sera pas surpris 
de cette analogic, si Ton se rappelle les resultats que Ton constate en 
comparant entrc elles Taction de la chaleur et celle d'un dissolvant sur 
un meme compose; si Ton reflechit, par exemple, k ce fait, que la 
quanlite de chaleur necessaire pour produire un changement d'etat est 
toujours la meme, que ce changement d'etat ait lieu par voie ignee ou 
par voie de dissolution, il paraitra tout naturel que certaines decompo- 
sitions puissent s'operer par Taction directe du feu ou par Tintcrme- 
diaire d'un liquide, en suivant, dans les deux cas, des regies analo- 
gues. J'insisierai, du reste, sur ce sujet dans la seconde partie de ces 
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recherches, en examinant encore la decomposition de certains sets 
doubles. II me restera aussi a montrer comment la connaissance pre- 
cise des circonstances dans lesquelles les sels se decomposent sous Tin- 
fluence d'un dissolvant permel d*en deduire les conditions dans les- 
quelles il faut se placer pour obtenir, parfaitement definis et cristalli- 
«es au sein de Teau, des sels que ce liquide decompose avec une faci- 
lite extreme, et qui, par cette raison meme, sent peu ou mat connus 
aujourd'hui. 



RENDEMENT 

DES MACHINES THERMIQUES, 

Par M. J. BOURGET, 

OIRECTEUR DB LECOLR PREPARATOIRB DE SAINTE-BAHDE. 
CM*>moire prcsente a I'lnstitut le 6 mai 1H71.) 



D'apres les itlees nouvelles que la Thcorie mecanique de la chaleur 
a introduiles dans I'elude des machines a feu, on doit considerer le 
calorique conimc le veritable moteuret le foyer comme le receplcur. 
On pourrait done mesurer leur rendementen comparanl le travail utile 
au poids de combustible brule. Toutefois, comme la puissance calori- 
fique est variable pour les divers combustibles, comme les foyers uli- 
liscnt des quantites diverses de combustible pour le cliauffage, comme 
le travail absorbe par les resistances passives varie pour les diverses 
niachines et pour une meme machine suivant son etat, cette mesure 
du rendement manquerait de precision. Nous prendrons une autre de- 
finition. 

On sait aujourd'hui que le calorique et le travail mecanique sont 
<les choses homogenes pouvant se remplacer Tune Tautre par equiva- 
lents a raison de 43o kilogrammetres environ par calorie (*). Mais, 
quand on se sert de la chaleur pour produire du travail a Taide d'un 
corps intermediaire^ on ne transforme jamais qu'une portion de celle 



(' ) Cette proposition a 6t6 d^montr^e par les nombreuses experiences de Joule, Hirn. etc. ; 
eile a ^t^ d^monlr^e aussi analyliqucmcnt par nous-m^me en 1857, dans un M^moire sur 
les machines k air chaud, presents k llnslilut, et plus tard daus un M^moire qui fait partie 
des Annates de Chimie et de Physique (iSSg). Cette ddmonslration a 6t6 ins^r^e par M. Re- 
gnault dans le tome XXXVU des M^moires de VInstUut, page SSg. 
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qu'on emprunte au foyer, et nous pouvons appeler rendement th^o- 
rique (*) le rapport qui existe enlre la chaleur transformde en travail 
et la cbaleur empruntee a la source, au foyer. Nous distinguons le ren- 
dement theorique du rendement effectif : ce dernier serail le rapport 
qui existe entre le travail utile de la machine et le travail total que la 
machine devrait faire en verlu de son rendement theorique. 

11 n'est pas evident, a priori, que Ton ne puisse pas transformer com- 
pletement en travail une quantite donnee de chaleur et qu'il y ait un 
rendement theorique maximum qu'on ne pourra jamais depasser; ce- 
pendant ce principe parait aujourd'hui certain. 

Si Ton admet, avec Clausius, qu'iY est impossible de /aire passer de la 
chaleur d'un corps plusfroid dans un corps plus chaud sans une depense 
de travail^ on pent demontrer rigoureusemenl que, si une machine 
thermique quelconque opere eulre deux temperatures extremes, /| et 
^2, le rendement theorique ne pent depasser la fraction 

= 1 

ou 

T,-T, 

en nommant T, et Ta les temperatures absoluesy c'est-a-dire les tempe- 
ratures €ompt6es a partir de — 273°= • 

Mais nous avouons que le principe de Clausius ne nous parait pas 
avoir le degre d'evidence qui convient k un axiome. Nous avons done 
cherche a demontrer le iheoreme du rendement /Aeon^ue^ independam- 
ment de ce principe metaphysique. La demonstration suivante, rela- 
tive aux machines a gaz permanents, est complete et ne repose que 
sur les lois experimentales connues. Si Ton joint cetle demonstration 
a celle que nous avons donnee [Annales de Chimie et de Physique, 
1859) du principe de I'equivalence, on a un premier chapitre de la 
Thermodynamique, aussi ralionnel que THydrostatique et THydrody- 
namique. 

(') On appelle habituellement coefficient economiqite ce que nous nommonsici rcndemem 
th^rique. 
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Noire analyse s'eteDcl aussi aux machines dites k recurrence ou a ^- 
gdndrateurs^ dans lesquelles une partie de la chaleur cedee aux refrig6- 
rants est ulilisee pour echauffer le gaz moleur du cycle suivant. Ces 
machines sont soumises a la ioi du rendement theorique maximum; 
c'est une proposition qui n*est pas demontree dans les Traites publics 
jusqu*a present sur les machines a feu. 

Analyse. 

1. Designons par/> et(^la pression et le volume d'une masse gazeuse. 
Gonsiderons ces deux elements, qui definissent Tetat de cette masse, 
comme Tordonn^e et Tabscisse d'un point. Une courbe fermee quel- 
conque representera un cycle d'etats successifs, au bout desquels le 
gaz sera revenu a son etat primitif. Nous avons demontre le theoreme 
suivant (*) : 

Si une masse gazeuse parcourt un cycle femU quelconque d'etats^ dans 
le sens des aiguilles d^une montre, ily a andantissement d'une quantite 
de chaleur proportionnelle a I'aire du circuit, qui represente le trn{^ailex' 
terieur produit par le gaz, dans ses variations depression et de volume. 

En sens immerse, ily aurait andantissement de travail exterieuret crda- 
tion proportionnelle de chaleur. 

Une machine h gaz est un organe qui prend k un certain etat {p^ (^o) 
une masse gazeuse de poids (Do)» et qui la fait passer par une serie d'e- 
tats formant un cycle ferme, variable suivant la machine. 

Cela pose, nous pouvons demontrer les theoremes relatifs au rende- 
ment theorique, qui font Tobjet de ce Memoire. 

2. Theoreme I. — Si une ma^chine a gaz fonctionne suivant le cycle 
de Camotj son rendement theorique sera 

i-f-a/, T, — T. 

p = I ; 7 ^= «; 5 



(') ^o/rles Annates de Chimie ctde Physique (1869), ou le lome XXXVU des Mcmoircs 
de l^ Institute page SSg. 

AnnaUi de Vtcole Iformale, 1* Serie. Tome V. — Avril 1876. 1 5 
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/, et ti etant les temperatures extrSmes entre lesqueUes le gaz se meat, T, , 
T3 designant les temperatures absolues. 

Nous appelons cycle de Carnotce\w\ qui est form^ par deux courbes 
isothermiques {p\ = const.) etdeux conrhes acKabatiques {py^= const., 

7= -7= T,4i)- Nous designerons par la lettre Q, affectee d'indices 

divers, les quanlites de chaleur empruntees au foyer et par la lettre R, 
affectee d'indices divers, les quantites de chaleur reQues par les refrige- 
rants. 
Soient {^g. i) 

ABCD le cycle de Carnot consid^re; 

AD et BC les courbes isothermiques t^ et /s; 

AB et CD les courbes adiabatiques. 

Designons par 

(^i/?i) Telat (J 11 paz en A; 

(V,1>0 )) C; 

(V.P.) » I). 

F^aisons parcourir a la masse Do le cycle ABCD. 

Fig I. 




i^ Suivant AB, courbe adiabatique, la depcnse est nulle. 

2^ Suivant BC, courbe isothermique, la chaleur empruntee au foyer 

est 

II V V 
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[voir notre Memoire Sur les machines a air chaud, formule (4o). Gau- 
thier-Villars, f 871 ; ou notre Memoire des Annales de Chimie et de Phy- 
sique^ 1859). Dans cette formule, E designe requivalent mecanique 
de la chaleur, Ason inverse, H le nombre io333 kilogrammetres, ^un 
logarithme neperien. 

3®Suivant CD, courbe adiabatique, la depense est nulle. 

ta^ Suivant DA, courbe isothermique, la chaleur recueillie ou depo- 
see dans le refrigerant est 

R=A[l(i-f-a/,)P — . 

La chaleur transformee est done Q — R, tandis que la chaleur em- 
pruntee au foyer est Q; done le rendement thiorique de la machine est 

Q — R _ _ R _ _ ' + «/. ' ^f. 
niais, par hypothese, 

;>,»', = P,V„ piV,=:?t\,, 

de la OD coDclul sans. peine 

V, V, 

done le rendement theorique de la machine, dans laquelle Pair suit le 
cycle de Carnot, est bien 

i-f-a/, T, T, — T. 

C. Q. F. D. 

Ce qu'il y a de remarquable dans le cycle de Carnot, c'est que le gaz 

n'est jamais mis en contact avec des corps d'une temperature diffe- 

rente. II n'y a jamais chute brusque de temperature. La chaleur n'est 

jamais donnee ou 6tee au gaz pour changer sa temperature; elle est 

tout entiere employee a faire varier son volume, a effectuer un travail 

ext^rieur. 

i5. 
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3. Theoreme II. — Si une machine fonctionne suivant un cycle quel- 
conque autre que celui de Camott le rendement iheorique est moindre 
que p. 

Eq eflfet, soit ud cycle quelconque [fig. 2) autre que celui de Carnot 
EGHK. Nous pouvoQS toujours I'enfermer completement dans un cycle 

Fig. a. 




de Carnot par deux courbes isotheriniques et deux courbes adiabati- 
ques tangentes. li pourrait arriver, sans que la demonstration fQt un 
defaut, qu'une partie du cycle donne se confondit avec une partic du 
cycle de Carnot ABCD. 
Nous designerons par 



i» 



<7i, 



les aires 



et nous appellerons 



0".t, 



0-4 



EKD, EAG, GBII, ECK, 



III la chaleur reciieillie suivant DE 

H. . )) EA 

pi » KE 

p2 >y EG 

Q, la chaleur dcpensec suivaiu BH 

Qa »> HC 

Xt » GH 

7j « HK. 



D'apres le theoreme de Tequivalentdeja rappele (1), nous avons les 
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relations suivantcs : 

p, — R, ^Ag-,, d'ou p, =Ri-i-A^, ; 
p, — R, == Ag-„ p, = Rj -+- Ao-,; 

Q. — X« = '^^if X« = Q* — ^^3 5 

Qi — x» = ^0-4, 5^, = Qj — A<74 ; 

par suite, le rendement thiorique sera 

R — X« -^ X» — P' — P^ __ _ Pi +Pi _ _ Ri -H R» + Ac. -4- A3", 
"~ X« -♦- X» "" X« ■+■ X» "" Qi ■+- Qa — A 0-3 — A C-. ' 

il*ou Ton voit que ce reudement sera moindre que 

H. + R, T,-T. 

C. Q. F. D. 

Notre demonstration a Tavantage de moutrer que la difference entre 
R et p est liee k la difference qui existe entre Taire du cycle de Garnot 
et Taire du cycle qui y est contenu. Elle fait voir que plus q^ , (72, o%^ Ck 
s'approchent de zero, plus le rendement tbeorique de la machine se 
rapproebe de/9, tout en lui restant inferieur. 

Dans notre Memoire Surles machines a air chaud^ nous avons donne, 
du meme tbeoreme, une demonstration moins complete et moins claire 
en enfermant le circuit donne dans un cycle autre que celui de Garnot. 

Machines a recurrence. 

4. On appelle regenirateurs de chaleur des organes destines a rece- 
voir momentanement dans le parcours d'un cycle une certaine quantite 
de la chaleur possedee par le gaz au moment oil il va sorlir de la ma- 
chine. Cette chaleur est mise en reserve pour rechauffer le gaz nouveau 
qui doit parcourir le cycle suivant. Les machines munies de r^g6- 
nerateurs sont dites a recurrence. On pent imaginer, par exemple, dans 
la machine d'Ericsson, que Fair sorlant traverse. une serie de tubes me- 
talliquesy tandis que Tair entrant penetre en sens contraire et en cir- 
culant autour des surfaces exterieures de ces tubes. Ces dispositions 
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iDg^nieuses et d'autres qui ont ete imagiDees par Ericsson, Bur- 
din, etc., donnent a une machine un rendement superieur a celui 
qu'elle aurait si Ton perdait inutilement tout le calorique que Fair em- 
porte en s'echappant dans Tatmosphere. 

Une condition indispensable que le regenerateur doit remplir, c'est 
que la temperature de la portion qui est en contact avec Tair rentrant 
soil superieure k celle de cet air, car un corps ne s'echauffe qu'au con- 
tact d*un corps plus chaud. II ne suffit done pas de mettre en reserve 
une certaine quantite de chaleur pour qu'elle soit utilisable, il faut en- 
core qu'elle soit a une temperature suffisante. Cest pourquoi la cha- 
leur deposee dans le refrigerant par Pair qui suit un cycle de Carnol 
est compl^tement perdue pour le travail de la machine dans le cycle 
suivant. 

Sans nous preoccuper des moyens pratiques les meilleurs pour dis- 
poser les regenerateurs dans les machines a gaz, nous allons chercher 
a etendre aux machines a recurrence les theoremes relatifs au rende- 
ment theorique. Nous supposerons ces machines en mouvement depuis 
un temps indefini, afin de negliger la perte qui resulte du calorique 
abandonne au regenerateur dans le premier cycle. 

5. Courbes conjuguSes. — Pour comprendre parfaitement ce qui va 
suivre, il faut avoir present a I'esprit le principe que nous allons deve- 
loppcr. Entre deux courbes isothermiques quelconques, /, et t^ {fig^ 3), 

Firj. 3. 




imaginons une courbe quelconque AB, assujetlie a cette seule condi 
tion, qu'une courbe isothermique interm^diairemm'ne puisse la cou 
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per qu'en un point m. TraQons maintenant une seconde courbe pa- 
reille CD et nommons points correspondants ceux qui sont, comme 
m, m\ sur une meme courbe isolhermique. Designons par/?, s^ les coor- 
donnees de m et parpS s/ les coordonnees de m!. Si Ton a 

pour deux points correspondants quelconques, la courbe CD est appe- 
lee la conjuguee de AB. D'apres cela, si 

Y[v,p)=io 

est I'equation de AB ou d'une portion de AB, Tequation de CD ou de 
la portion correspondante de CD sera 



(^;,/.y,') = o. 



La ligne AB peul etre form^e de plusieurs branches de courbes succes- 
sives n'ayant pas la meme equation; la conjuguee sera formee d'autant 
de branches successives correspondantcs, maisAsera toujours la meme 
constante. 

Deux courbes conjuguies n'onl aucun point commun; car au point 
commun on devrait avoir 

V =z kv=^v^ par suite /r=i. 

Deux courbes conjuguies jouissent de cette propriete que la chaleur 
depensde pour parcourir deux SlSments correspondants compris entre deux 
courbes isothermiques infiniment voisines t et t + dt estla mime. En ef- 
fet, pour passer de m en /i, la d^pense de chaleur est 

c' dt -h kpdv 

et, pour passer de m' en n\ elle est 

^ c'rf/ -t- Kp'dv'= ddi -h kpdv. 

De la resulte que, si ces deux elements m/i, m'/i'sont parcourus, pen- 
dant deux cycles successifs, en sens inverse Tun de I'autre, la chaleur 
recueillie dans le parcours de nlml pourra etre mise en reserve et servir 
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au passage du gaz de m en /i, car ces deux chaleurs sont egales en 
quantiie et en temperature. 

6. Gonsiderons maintenant un cycle quelconque EGHK {Jig. 4); ii^- 
serons-le dans un cycle de Garnot ABGD. Par les points G et K menons 

Fig. 4. 




des courbes isothermiques GI, KL. Nous avons vu que la source calori- 
fique doit fournir de la chaleur le long de la branche GHK et que les 
refrigerants recueillent de la chaleur le long de la branche KEG. Mais, 
si les portions du cycle GL et KI sont des portions conjugates, la cha- 
leur recueillie le long de KI pourra servir» element par Element, a 
faire passer le gaz par les etats successifs de GL. Done, dans le cours 
d*uu cycle, lorsque le regime de la machine sera etabli, le foyer nc 
fournira de la chaleur que le long de LHK, et la seule chaleur reelle- 
ment perdue sera celle qu'on recueille le long de lEG. 

II est clair que la machine a un rendement theorique sup^rieur a ce- 
lui de la meme machine sans recurrence; mais il n'est pas evident 
qu'il soit encore inferieur a celui d'une machine de Garnot. Nous al- 
Ions demontrer qu'il en est ainsi dans tous les cas. 

7. Theoreme III. — - Dans une machine quelconque a recurrence, le 
rendement theorique est infirieur a celui d'une machine suivant le cycle de 
Camot. 

Par les deux points L et I imaginons des portions de courbes adiaba- 
tiques LM, IJ. Nous remarquerons que les lignes complexes AGLM, 
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CKIJ sont conjugudes ; cela resuUe de ce que deux courbes adiabatiques 
sont toujours conjuguees, puisque ce sont des courbes k depense nulle 
de chaleur et que, par hypothese, GL, IK sont deux branches conju- 
guees. Cela pose, nommons 



0*1 > O'jf O*!* 0*4 



les aires 



et 



IJE, EAG, LHM, HCK, 

R', la chaleur recueillie le long de JE, 
R, » EA, 

p\ » IE, 

Pt D EG, 

Q", la chaleur depensee le long de MH, 
Q, » HC, 

X'. » LH, 

X. » HK, 

et conservons d'ailleurs toutes les notations du theoreme II. Nous au- 

rons 

p\ — R', = A<7', , done p\ = R', -h A cr\ , 

pj — Rj = A 0*1, p3 = R, H- A Cj, 

Q'l — Xi =A<7',, Xi =0'i — A<7'3, 

Q, — x» =A<74, x» =Q» — A<74. 

Le rendement de la machine a recurrence sera done 

M — X' -^X^ — P . — P» __ - _ £ L±Pi _ , _ R\-4-R7 4- Ag.-4-A<7, 

Xt + Xa ~ X\-+-X«"" Q>Qa-Aa;-Aex/ 



par suite 



ou bien 



R . -H R. 






en designant par 



(P.i'.), (P.V.), (Pa^'a), {P,V,) 
AnnaUt de I'Jteole NormaU, 2* Serie. Tome V. — Avbil 1876. 16 
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les ^tats aux points 

A, J, M, C; 

maisy en vertu des lignes conjugu^es ML6A, CKIJ, on a 

- = -, 
done enfin 

G. Q. F. D. 

Ainsiy qu*une machine a gaz fonetionne avec ou sans regenerateurs, 
le rendement thdorique ne pent jamais depasser celui du cycle de Car- 
not. C'est Ik une proposition fort importante au point de vue des appli- 
cations industrielles. 
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toDE DE UAIMANTATION DE TACIER PAR LES COURANTS, 



Par M. E. BOUTY, 

DOGTBUR kS SGIBNGBS. 



INTRODUCTION. 

Un aimant peut eive considere comme la reunion d'un trbs-grand 
nombre d'aimants elementaires, diflerant entre eux par la direction de 
leur axe et la grandeur de leur moment magnetique. La distribution 
effective de ces Elements magnddques^ dont nous devons la notion ^ 
Texperience de I'aimant brise, demeure inaccessible a rexperience, 
tout au moins autant qu'on respecte Tintcgrite de Taimant etudie; 
mais, dans la plupart des cas, on impose d'avance au probleme de Te- 
tude des aimants des restrictions qui le simplifient beaucoup. 

En premier lieu, on demonlre que Ton peut substituer a Taimanta- 
tion vraie (*) une distribution superficielle fictive de magnetisme aus- 
tral et boreaU qui la remplace au point de vue de toutes les actions 
exercees par Taimant exterieurement a sa masse. C'est la distribution 
du magnetisme etudiee d'ordinaire depuis Coulomb, et sa connais- 
sance suflit tant que Taimant n'est point divise. ' 

En second lieu, si Ton considere le cas pratique d'un barreau ai- 
mante r^gulierement, agissant k grande distance, on remarque que la 

(*) Voir dansle Journal de Physique, t. II, p. 297, mon article Sur les distributions fic" 
titles d'SiectricitS et de magndtismey etc. 

16. 
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distribution magnetique dii barreau se r^duit k deux plages de quantitd 
^gale et de signe contraire occupant les deux extremites. On peut sup- 
poser chacune de ces masses condensee en son centre de gravite, et le 
barreau se trouve remplace par deux poles magn^tiques de masses m 
et — m, distants Tun de Tautre d'une quantite X ( * ). 

Enfin, au point de vue des actions exercees k I'infini, un aimant ne 
diflere d'un autre que par un seul element, que Ton designe sous le 
nom de moment magnetique^ et dont la mesure ralionnelle, dans le cas 
d'un barreau r^gulier, est le produit mX de la quantiti de magndtisme 
de chaque pole par leur distance. Tel est le terme de cette analyse. 

Les methodes auxquelles on a recours pour Tetude experimentale 
des aimants sont de deux sortes : les unes, utilisant Taction au contact 
ou a tr^s-petite distance, sont employees pour determiner la distribu- 
tion magnetique ; leur emploi est long et penible et leur application 
sujette k des diiTicultes theoriques speciales. Les autres, fondles sur 
Taction k tres-grande distance, fournissent d'une mani^re aussi simple 
qu'exacte la mesure du moment magnetique. 

Je me propose, dans ce travail, d'appliquer cesdernieres methodes a 
Telude de la distribution. Biot a deja donne Texemple de ce genre de 
recherches, en reliant par une formule matbematique, rattach^e plus 
lard par Green a la theorie de la force coercitive (^), les lois de la dis- 
tribution dans une serie de barreaux cylindriques satures, aux moments 
roagnetiques de ces barreaux. La partie de mon travail qui se rapporte 
aux barres grosses n'est qu'un d^veloppement plus large de la metbode 
de Biot. La partie relative aux aiguilles longues et minces est plus ori-* 



(*) Physiquement on peut, avec M. Jamin, consid^rerun barreau comme unfaisceau d'ai- 
mants infiniment minces ayant leurs pdles k leurs extr^mit^s. Ce faisceau, embrass^ par la 
section moyenne du barreau comme par une bague, ^panouit des deux c6t6s ses pdles de 
nom contraire, qui ferment la distribution superQcielie. Cette synthase revient ^ remplacer 
la distribution inconnue des ^l^ments magnetiques par la distribution solSnoidale 6quivalente 
(voir les Mbmoires de Thomson), et est parfaitement legitime au point de vue matbematique; 
elle a I'avantage de parler k Timagination, et de donner un sens physique precis k toutes les 
quantit^s que Ton rencontre dans T^tude analytique des aimants. Ainsi, la puissance m du 
p61e d'un barreau mesure le nombre de Gles magnetiques qu'il comprend, et la distance X 
est la longueur moyenne des files, compt^e dans le sens de Taxe : on peut I'appeler longueur 
riduite ou longueur magnetique du barreau. 

(') Annales dc V^cole Normnle superieure, a* serie, t. HI, p. 34. 
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ginale : elle a pour but de determiner, independamment de toute hy- 
potb^se, les deux facteurs m et X du moment magnetique. 

Admettons que Ton possede une serie d'aiguilles aimantees, dans 
lesquelles la quantite de magnetisme m est la meme, ainsi que la dis- 

lance - d'un pole a Textremite voisine. Ce cas se presentera, par 

exemple, pour les aiguilles extraites par voie de rupture du milieu 
d'une meme aiguille fortement trempee (*), et nous verrons par la 
suite qu'il est assez general. Soitalorsy le moment magnetique d'une 
aiguille de longueur x^ on a 

(i) x=m[x — d]y 

et il sufBl tb^oriquement de deux mesures, faites sur des aiguilles de 
longueur differente, pour determiner les deux quantites m et d. 

C'est, je crois, la premiere fois qu'on publie des determinations re- 
latives a la situation des poles dans les aiguilles aimantecs par les cou- 
rants. Quant aux quantites de magnetisme, leur etude a fait I'objet des 
recbercbes d'un grand nombre de savants, et j'ai cite ailleurs(^) les 
principales et les plus recentes. Les metbodes employees sont d'une 
application tres-delicate et supposent que Ton possede des masses bo- 
mogenes considerables du metal magnetique etudie, condition bien 
difficile a realiser. De plus, ces masses doivent recevoir la forme d'el- 
lipsoides (') ou de tores (*), pour que I'aimantation qu'elles rcQoivent 
soit la meme en tons leurs points; alors le quotient de leur moment 
magnetique par leur volume fournit la quantite de magnetisme jx 
rapportee a I'unite de volume. 

Je n'ai effectue que des mesures relatives de /x ; mais les pbysiciens 



(' ) Annales de Vicole Normale superieure, a* s^rie, t. III, p. 36 et 43. 

(») Ibid.y p. 10. 

(*) Poisson [Memoiresde V Academic ties Sciences, t. VD) d^montre que, dansun ellip- 
soide soumis k Taction d'une force magnetique constante, agissant dans le sens de son grand 
axe, Taimantatjon est identique en tous les points de la masse, et ^gale k la valeur qu'elle 
possMe au centre d'une aiguille cylindrique infiniment longue, soumise k la m^me force. De 
Quintus Icilius a employ^ des ellipsoides. 

(*) Stolelowet Rowland ont employ^ des tores; Taimantation est la mdme en tous les 
points par raison de sym^trie; mais un sol^no'ide ferm6 ^tant sans action sur un point quel- 
conque ext^rieur, ces savants ont dil avoir recours, pour effectuer leurs mesures, k la pro- 
duction de courants induits accompagnant I'aimantation ou la d^saimantation de I'anneav 
m^talliquo 6tudi6. 
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qui oQt ^tudi^ la question out trouv^ ses valeurs si variables d'un acier 
ou d'un fer doux a un autre, et pour un meme ^chantilloiiy dans des cir- 
constances physiques en apparence si voisines, qu'il y a pen d'int^ret 
k realiser des mesures absolues, tant que les lois qui president k cette 
variabilite ne nous sont pas entierement connues. 

La plus grande partie de ces recherches a ete effectuee au lyc^e de 
Reims. EUes ont et^ terminees au laboratoire de M. Jamin. Qu'il me 
soit permis d'adresser ici mes remerciments a ce savant maitre pour la 
bienveillance avee laquelle il m'a accueilli et pour les conseils qu*il 
n'a cesse de me prodiguer. 

Article I. — Aimantation permanente des aiguilles imnces trempdes dur. 

La quantite de magn6tisme acquise d'une maniere temporaire ou 
permanente par une aiguille d'acier soumise k Taction d'un courant, 
ainsi que la situation des pdles de I'aiguille, depend de Tintensit^ de 
\^ force magndtisante employee. 11 importe avant tout de d^finir celle-ci 
d'une maniere precise. 

Pour produire Taimantation, on place Taiguille dans Taxe d'une 
spirale tres-longue par rapport a I'aiguille et suffisamment large. Dans 
ces conditions, Taction exercee par le courant est la mSme en tons les 
points de Taiguille et proportionnelle k Tintensite du courant et a un 
coefficient qui depend du nombre et de la largeur des spires ; rnais, si 
Ton veut s'astreindre k employer toujours la meme spirale el se borner 
k des mesures relatives, on peut prendre la mesure de Tintensite du 
courant pour celle de Taction exercee sur Taiguille, c'est-a-dire de la 
force magnetisante. 

La mesure relative de Tintensite des courants a 6te op^r^e k Taide 
d'une sorte de boussole des tangentes d'une construction tres-simple. 
Une petite spirale AB [fig. i), animee par le courant, est disposee de 



Fig. I. 

•1 
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telle sorte que son axe, sensiblement perpendiculaire au m^ridien ma- 
gn^tique, passe par le milieu o d'une petite aiguille aimant^e a&, mu- 
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nie d'un miroir et suspendue k un fil de cocon. La tangente de la de- 
viation produite est proportionnelle h Tintensit^ du courant {*). II 
faut avoir bien soin, pour ^liminer toute action etrangere k la spirale, 
de replier les deux Electrodes qui y portent le courant Tune sur 
Fautre et de trfes-prfes, de manifere que leur action sur un point extE- 
rieur soit trfes-sensiblement nulle. Un commutateur permet de renverser 
le courant dans la spirale et d'eliminer ainsi, par uue deuxifeme mesure 
de la deviation operee en sens inverse, Terreur resultant de I'imper- 
fection de Tajustement. 

Quant aux mesures de moments magnetiquest elles Etaient ordinai- 
rement effectuees par la methode que j'ai decrite precedemment pour 
le c»s de tr^s-petites aiguilles aimantees (^). 

J'ai etudie, en premier lieu, I'aimantation permanente d'aiguilles 
minces trempees tres-dur. Ges aiguilles ont une longueur au moins 
Egale et generalement superieure k cinquante fois leur diametre. On 
verifie aisEment que les moments y^ acquis d'une mani^re permanente 
par ces aiguilles soumises k la memo force magnetisante, sont repre- 
sentes par la formule 

(i) ^=m(^ — rf), 

et» par suite, la methode indiquee dans I'introduction est applicable a 
une telle serie d'aiguilles ('). 11 suffirait done de mesurer les valours 

(*) Supposons Taiguille ab et la spirale AB infiniment petites par rapport k la distance 

Oo = r. On peut remplacer la spirale par un aimant dont le moment M est approximative- 

ment ^gal au produit Si de la somme S des surfaces embrassdes par chaque spire isolSment, 

par rintensit^ du courant. Soit maintenant a la deviation de Faiguille ab, p son moment 

magn^tique, on a, d'aprds Gauss, 

aMfA aSfA . 
tanga = -^ = ^/. 

Si les longueurs de ab et de AB ne sont plus ndgligeables par rapport h r, le coefficient 
de i est beaucoup plus compliqu6, mais tang a demeure proper tionnel k i. 

(') yoirJnnalesde V £cole Normale, a*s6rie, t. HI, p. i2.Cette methode, absolument irr6- 
prochable dans le cas de tr^s-petites aiguilles, devient parfois un peu d^fectueuse, quand on 
veut mesurer le moment d'aiguilles tr^s-longues, et tr^s-faiblement aimantdes. Cela tient k ce 
qu'il n'est plus permis dans ce cas de supposer nulle Tinfluence r^ciproque du barreau direc- 
teur et de Taiguille; mais on est prdvenu de cette cause d'erreur, quand elle se pr6sente, par 
la non^^ncordance des mesures (i) et (3), et Ton rejette les determinations correspon- 

dantes. 
(^) L' ^nation (i) repr^nte une droite k la condition d'y consid^rer x et j comme des 



f 28 BOOTY. 

correspondantes de x et de y pour un grand nombre d'aiguilles de 
meme diametrc ei de longueur differentc, et de faire concourir toutes 
les observations a la determination de m et de d. 

Mais cette methode presente ici un inconvenient : il est» en effet, 
tr^s-ditficile de communiquer h un grand nombre d'aiguilles une 
trempe dure v^ritablement identique, et, si cette condition n*est pas 
r^alisee, Tune des deux determinations, celle de d^ devient k pen prbs 
illusoire; mais on peut determiner m et d ^n moyen d'une seule ai- 
guille, en se fondant sur un resullat d*experience que j'ai dejk indiqu^ 
ailleurs (*). Quand on brise une aiguille aimantee reguli^re, tremp^e 
dur, les divers fragments retires de sa partie moyenne, et de longueur 
suffisante, ont des moments magnetiques represent^s par 

(2) y=m{x'^8). 

La quantite $ de cette derniere equation est independante de Tinlen- 
site de Faimantation, et, quant a la quantite m, il est presque evident, 
a priori^ qu*elle est la meme que dans I'aiguille mere. On le demontre 
d'ailleurs experimentalement en remarquant que les Equations (i) et 
(2), oil Ton considered et x comme des coordonnees courantes, repre- 
sentent deux droites. II suffit de tracer celles-ci par un nombre suffisant 
d'observations, et Ton verifie qu*elles sont parall^les, c'est-k-dire que 
les deux quantites m sont egales. 

Cela pose, determinons la longueur et le moment magnetique x ety 
d*une aiguille, puis reduisons-la par Tablation des deux bouts sur une 
longueur convenable, et determinons de nouveau le moment magne- 
tique y et la longueur x' correspondante. La distance - du pole d'une 

aiguille de rupture a son exlremite est connue d'avance, et egale, par 
exemple, a a", 75 pour une aiguille de o'"'",55 de diametre. Les equa- 
tions (i) et (2) determinent done completement m et d, au moyen 
d'une seule aiguille. Ajoutons qu'on peut, par des ruptures successives, 
raccourcir encore le fragment primitif, et obtenir autant de points que 
Ton voudra pour mieux determiner la droite (a), c'esl-a-dire la valeur 



coordonndes courantes. La mani^re la plus simple de verifier que celte formule est applicable 
consiste k verifier que les points figuratifs des diverses aiguilles tombent effectivement en 
ligne droite. 
(') Voir Annales de i'£coie Normale, a* s^rie, t. UI, p. 43. 
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de m. La quantiti de magn^lisme se trouvera cooaue ainsi avec une 
trbs-grande exactitude (^). 

La determination de t/estk coup sur moios precise, puisqu'elle re- 
pose sur une seule observation, celle qui se rapportc k raiguille-m^re, 
et que, d'ailleurs, d est toujours une quantite assez petite. Cependant, 
en multipliant les observations et prenant des moyennes, on arrive k 
desresultats satisfaisants. 

Quantitis de magnetisme. ~~ Les r^sultata suivants se rapportent k 
des aiguilles de o™", 553 de diametre; les nombres des deux colonnes 
soQt exprimes en unites arbitraires : 

Iiit«D»iU da conrtnl. QnintiU d« miQiiitisiii*. 

3 k peine sensible. 

5 o,i2 

7 o,5i 

9 '.09 

la ■ a, 1 1 

i3,8 3,89 

i5 3,35 

18 5,65 

a3 11,96 

38 17,90 

36 33,00 

4o 34iO 

5o 35,90 

00 38,90 



(■) SoientBC et AD lea droil«s repr^sent^ par les Rations (1) et (a). Le probltoie de 
la d^tenninatjoii de d revieQt gtem^triquemetit au suivaot : par un point C donnd, mener 




une paraI16Ie CB k une droite AB donn6e. La droile AD est parfaitement connue; qnaot 
au point C, sa position sur I'ordonnie CP comporte en plus ou en moins une erreur Cc, d'o& 
rfiaulte pour D une erreur negative ou positive ^gale h Rb. 

Ann. dt I'it. NormaU. a* S4ri«. Tome V. — Anit. 1876. 17 
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Pour mieux repr^senter la marche de la fonction m, on peut coDstruire 
une courbe en preDant pour abscisses les intensit^s et pour ordonn^es 
les valeurs correspondaates de m. D*abord concave vers les ordonnSes 
positives^ la courbe presenle ensuite un point d'inflexion correspon* 
dant a I'abscisse 21 k peu pres et s'approche asymptotiquement d'uae 
parallMe a I'axe des abscisses. 

Ces caracteres sont les inemes que ceux des courbes, qui represen- 
tent, d'apres Rowland et Stoletow, la fonction magnetisante du fer ou 
de racier (^). Ce sont partout les memos traits gen^raux, et Tanalogie 
est surtout frappante si Ton dessine, en regard de la courbe prece- 
dente, celle que Rowland a Irouvee pour Tacier de Bessemer (*). 

11 convient cependant d'examiner s'il y a, pour Tacier trempe, une 
veritable fonction magnetisante, c'est-a-dire si le quotient de la quan- 
tite m par le carre du diametre conserve, pour une memo valeur de Tin- 
tensite du courant, une valeur coustanle. La difficulte de cette consta- 
tation reside dans Tin^galite de la trempe que Ton communique a des 
aiguilles de different diametre, que Ton place dans les memos condi- 
tions exterieures, par exemple en les immergeant dans Teau quand 
elles presentent le memo rouge vif ('). 



(') Cest la quantity de magn^tisme fx rapporl^e a Tunit^ de volume, et consid^r^ comme 
fonction de Tintensiti^ de la force magnetisante. 

(^] Voici le tableau qui a servi k tracer cette courbe. II est tir6 du M^moire original pu- 
blic, en aoAt 1873, dans le Philosophical Magazine; les nombres des deux colonnes sont 
exprim^ en unites absolues : 



Intensity. 

0,1 356. , 
0,^793., 
0,5287 . . 
0,9398.. 
1,421.., 
1,880... 

1,947.- 



Quantites. 

18 

80 

255 

727 
2526 
5io8 
6482 



2,3oo i35io 



Intensity. QnantiUst 

2 , 756 26880 



3,219 



34200 



3 ,55i 4o320 

4,469 

5,698 

11,44 

20,69 



62940 

61920 

9i53o 

9^0 

38,99 100770 



(^) Dansce cas, ce sont les aiguilles les plus grosses qui sont leplus fortement lremp6es; 
elles se rapprochent, plus lentemont que les aiguilles minces, du maximum de magn^tisme 
dont elles sont susceptibles. Cependant ce maximum v^riGe la loi des diam^tres, ainsi que 
je Tai d^montr^ (voir Annalcs de I'Bcole 'Normale^ 2* s^rie, t. UI, p. 40 )• 
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D'on autre cdt^» si Ton rapproche les ph^nomenes de la trempe de 
racier de eeux de la trempe du verre, on est porte k attribuer a Tacier 
trempe un certain degr^ d'heterogeneite de la surface au centre, el, si 
elle existait reellement, il n'y aurait plus lieu de parler de fonction ma- 
gnetisante de Tacier trempe. J'essayai done, sur Tavis de M. Jamin, de 
dissoudre dans un acide (^) la couche superficielle d'aiguilles trem- 
pees, de maniere a les ramener a de moindres diametres, et d'aimanter 
ensuite les aiguilles ainsi obtenues. Je constatai ainsi, non sans quelque 
surprise, I'existence d'uue fonction magnetisante parfaitement deter- 
minee; Tacier trempe de mes aiguilles minces est done tres-sensible- 
ment homogene (^), et Texperience en question permet de preciser ce 
qu'il convient d'entendre par I'expression un peu vague de trempe idea- 
tique, quand on Tapplique a des aiguilles de diametre different. 

Le tableau suivant est destine k etablir, dans le cas actuel, Texistence 
d^une fonction magnetisante; il se rapporte au magnetisme acquis 
d'une maniere permanente par des aiguilles amincies a Tacide et de 
diametre primitif egal a i^^.iyS : 



Diamtoe primitif: 1*^,178. 


couBAi<rr. 


DIAM^TRB. 


MOTENNE. 


1"",088 


0"",948 


O-^jSSi 


O"", 762 


19,55 

27,91 
36,25 

45, 5o 


, 1 800 
0,3709 
0,6298 
0,8697 


0,1722 

0,3764 
0,6424 
0,8863 


, I 202 ' 
o,335o 
0,6078 
0,9078 


0,3783 
0,6821 
0,8712 


0,l63l 

o,3663 

0,6424 
0,8881 



Pour eviter les erreurs qui peuvent resulter d'une evaluation inexacte 
du diametre ('), on a inscrit dans ce tableau, en regard de chaque va- 



(•) L*acidechlorhydriquebouilIantou I'eau r6gale. 

(') La couche la plus ext^rieure, sur uno 6paisseur de o™°,o5 au plus, jouit peut-6trede 
propri^t^s diili^rentes ; mais cette question exige de nouvelles experiences. 

(') Les aiguilles rong^ presentent des trous microscopiques, de petites solutions de 
CM»tinHit6f teir diondtrfr 6valta^ ao spkdroiD^tFe 8» tiMire done an pe« trop fert. 

'7- 
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leur de rintensit^ du courant^ la fraction de la quantity de iDagn^tisme 
limite atteinte par chaque groupe d'aiguilles. Ces nombres doivent etre 
egaux dans une inline ligne borizontale, s'il existe reellement une 
foDction magnetisante. 

Yoici d'ailleurs les valeurs des quotients f^ = Ki '• 



D 


M 




D* 


mm 


mm 


I, 088 


0,1346 


0,948 


0,1291 


0,854 


0,1095 


0,762 


0,1125 



Moyenne 0,1214 

Le l^ger decroissement de fi doit Stre attribue k une Evaluation un peu 
trop forte des deux derniers diametres, ainsi que cela a et& explique en 
note. 

Les r^sultats relatifs k la fonction magnetisante de Tacier tremp6 
ont 6t6 confirmEs par I'^tude de barres de 7 k 10 millimetres de dia- 
m^tre primitif. 

Distance des pdles aux extremitds. — Le tableau suivant fournit la 
double distance d'un pdle k Textremite la plus voisine, pour des ai- 
guilles de o"",553 de diametre : 



GOORANT. 

* 


d 


DIFF^aSNCE. 


obsenrd. 


calcuU. 


18,09 
24,99 

3o,3i 
39,32 

47,04 
55,07* 

00 


mm 
12,37 

11,86 

10,12 

8,86 

7,32 

7,>9 
5,5o 


mm 
12,37 

11,32 

10,52 

9,16 

7,99 
6,78 

• • • • 


0,00 

-f- 0,54 

0,40 

— o,3o 

— 0,67 

-H 0,59 

• • • • 






Moyenne.. 


... — 0,73 



On voit que les pdles se rapprochent des extr^mites k mesure que Tin- 



Etudes sur le magnAtisme. i33 

tensity du courant qui produit raimantation augmente. Les nombres 
de la troisieme colonne ont ^te calcules par la formule 



\ 100/ 



et Ton voit qu'ils repr^sentent tres-bien Texperience, eu 6gard aux er- 
reurs dont la mesure de d est susceptible. Cependant^ au voisinage de 
la saturation^ le decroissement de d est plus lent que ne I'indiquerait la 
formule^ et les valeurs de d s'approchent asymptotiquement de 5°*™,5, 
qui est caracteristique pour les aiguilles saturees de ce diametre. 

Quand le diametre des aiguilles change, on sait que la limite de d 
est proportionnelle au diametre ('); la formule generale relative k la 
distance des pdles est done 

(3) d=2aD(i—px)f 

Oil a etp sent deux constantes. La constante a depend du degr^ de 
trempe, ainsi qu'on le verra par la suite. Ici cette valeur est a = i3,65; 

elle represente en millimetres la limite vers laquelle tend la distance - 

pour une aiguille de i millimetre de diametre, quand la force qui pro- 
duit raimantation tend vers zero. La valeur du coefficient /? depend de 
Tunite au moyen de laquelle on exprime la force magnetisante. 
La limite de d^ pour j; = 00 , est 

(4) d = aaD, 

etla valeur absolue de a est 4°""»973 (^). 

En resume, et sous la restriction que toutes les aiguilles employees 
sont issues, par voie d'erosion, des memos aiguilles mbres, il y a une 



(') Voir Jnnales de V£cole Normale, a* s^rie, t. Ill, p. ^o. 

(') Les experiences faites sur de grosses barres par les m^thodes qui seront indiqudes 
plus loin ont foumi des rdsultats concordant avec ceux-ci. Ainsi des barreaux de 10 milli- 
metres de diametre trempes au rouge ont donnd, pour a, la valeur i3™'°,75, presque iden- 
tique avec la prdc^ente. Toutefois la valeur de a est demeur^ dgale k 8, sans doute parce 
qu'on n'a pu atteindre la saturation, malgr6 I'emploi du courant de 25 bons elements 
Bunsen. 
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foQetioQ oiagnetisante f (ap)» et le moment magnetique d'une aigaiUe 
de longueur / et de diametre D est represent^ par la formule 

(5) r = -T'9i^)[^^^^^i^''P^)] 

jusqu'k dea valeurs de y tres-voisines de la limite Y eorrespondant k la 
saturation « Cette limite elle-meme est donnee par la formule 

(6) Y^?^L(/^2«D), 

L ^tant la valeur limite de la fonction magnetisante pour j; = oo . 

Repetition du passage a la spirale, — J'ai indique, dans la premiere 
Partie de ce travail (*), que, quand on repute le passage d'une aiguille 
dans la spirale magnetisante, son moment magnetique augmente, de 
mani^re a etre represente par la formule 

(7) r=A--, 

oil A et B e^at des constantes^ dependant de Tintensite de la force ma- 
gnetisante* et oil n indique le nombre des passages. II ^tait interessant 
de cliercber si Faugmentation du moment magnetique coibsideree pro* 
venait d'un simple cbangement dans la distribution du magnetisme, 
c'est-k-dire d'un deplacement des poles vers les extremites, ou s'il y 
avait la une veritable augmentation de la quantite de magnetisme per- 
manent conservee par Taiguille. 

La methode employee ci-dessus m'a permis de r^soudre cette ques- 
tion d'une maniere satisfaisante. J'ai trouve que la quantite de magne- 
tisme et la situation des poles changent k la fois dans ces circonstances, 
mais cette derniere d'une maniere tres-peu sensible. La formule (7) 
s'applique trfes-bien aux quantites de magnetisme considerees isole- 
ment. 

Si Von fait croitre Tintensite de la force magnetisante x h partir de 



^■ ..1. . J I. X I I . ■ ■ ' ■ ' ' I ■ I I ' I 11^ »ll ■■ IB 1^-^— ;^^f,g| 



A .■■ 



(*) Voir Jnncdes de r£cole Normale^ %^ 86rie, t. El, p. 22. 
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z6ro, le rapport \ ' j_"^ de U quantity de magn^tisme pour (t> passages k 

la quantite correspondant au premier passage d^croit et tend vers 
Funite (*); mais ce quMI y a de remarquable, c'est que, si Ton cherche^ 
au moyen de la courbe qui repr^sente la fonction magnetisante pour 
les aiguilles consid^r^es, quelle devrait etre Tintensite of de la force 
magnetique pour produire la quantite de magnetisme A apres un seul 

passage, on trouve pour le rapport — une valeur sensiblement con- 

stante. 
Le tableau suivantse rapporlek des aiguilles deo""^,553de diametre : 



COURANT JT. 


A-B 


A 


A 
A-B 






lO 


1 ,00 


i,2S 


1,280 


1,080 




14 


si,8o 


3,49 


1,246 


1,075 




i8 


5,80 


6,76 


i,i65 


i,o58 j 




22 
26 


10,60 
15,70 


ia,i9 
17, 5o 


i,i5o 
i,ii5 


i,o55 ( -- 
^ > i,o63 
1,061 & ' 




3o 


19,70 


21,37 


i,o85 


1,077 ) 




34 


22,20 


23,49 


i,o58 


1,112 




38 


a3,6o 


24,45 


i,o36 


1,102 




42 


24, 5o 


25,11 

1 

• 


I,025 

yioyenne 


1,075 




. . . 1 ,077 



(* ) Dansun travail recent [Jnnales de Poggendorffy ErgSngzungsband VII), M. Fromme a 
exprim^ des doules sur ce r^ultat. D'apr^s lui, le nombre di' impulsions qu'exige une aiguille 
pour acqu6rir tout le magnetisme que pent lui communiquer une force donn^ croftrait 
avec I'inteniil^ dtf CdiW force, ei la saturatioD ne pourrait ^ire obtenua que par uxw inGnil^ 
d'impulsions. 

Gc r^ultat, au moins bizarre, a ^t^ obtenu par Temploi de forces magn^tisantes trds-peu 
considerables agissant sur des ellipsoides. II me paratt que dans ces conditions une foule de 
causes perturbatriced doivent agir. Je m*abstfendrai cependant d'^mettre une opinioA quel^ 
conque i cet ^gard, n'ayant moi-meme employ^ que Taction de courants intenses. Mais si 
M. Fromme veut bien se donner la peine d'aimanter une simple aiguille tremp^e dur dans 
une forte spirale anim^e par 10 elements Bunsen, il n'aura pas de peine ^ se convaincre 
que , dans ce cas , la saturation est aCteinte du premier coup , alnsi que le sevent tons les 
pbysicieiii. 
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On a d^tach^ par une accolade les valeurs du rapport —9 que Ton con* 

sidere comme le mieux determin^es, parce qu'elles se rapportent k la 
region de Vaimaniation rapide, dont nous parlerons par la suite. La 
moyenne correspondante diflere peu de la moyenne generate, eu egard 
aux causes multiples d'erreurs qui doivent s*accumuler dans le calcul 

x' 

de — 

X 

On a d'ailleurs observe que la valeur de ce rapport varie tres-peu 
avec le diametre des aiguilles, que nous supposons toujours inferieur 
a I millimetre. Sa valeur moyenne parait comprise entre 1,060 et 
i,o65. 

En ce qui concerne le deplacement des poles, il ^tait naturel de sup- 
poser qu'il correspond exactement a I'accroissement de la quantite de 
magn^tisme, c'est-a-dire que Taimantation finale est en tons points 
identique k celle que produirait directement la force magnetique a/^ 
L' experience a veri^e cette prevision d'une maniere satisfaisante, eu 
egard k la petitesse des deplacements a mesurer. Voici des nombres 
relatifs aux aiguilles de o"",553 de diametre : 



GOURAirr X. 



33,29 

47,88 



(i*' passage.) 



mm 
10,073 

7,869 



d 
(5^ passage). 



mm 
7,570 



DIFFERENCE 



observde. 



0,343 
o»299 



calculi. 



0,309 
0,444 



Article II. — Aimanlation temporaire des aiguilles minces 

trempdes dor. 

Pour etudier Taimantation temporaire des aiguilles, on place la 
spirale magnetisante dans une rainure perpendiculaire au m^ridien ma- 
gnetique, et dont le prolongement rencontre le milieu de Faiguille gal- 
vanometrique qui nous a deja servi dans Tarticle precedent. La devia- 
tion produite par la spirale seule est proportionnelle a Tintensite du 
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courant, ainsi qu'on I'a deja explique (*). Quand on a introduit une ai- 
guille dans la spirale, la deviation augmente d*une quantite qui pent 
servir de mesure au moment magnetique temporaire de Taiguille, mais 
seulementsous certaines conditions que nous allons preciser. 

La deviation produite par Taiguille de moment temporaire M est 
donnee par la formule de Gauss 

tanga = -^-^, 

a la condition que la longueur de Taiguille soit negligeable par rap- 
port a la distance r de son centre a Taiguille galvanometrique. S'il en 
est autrement, la formule de Gauss doit eire completee en multipliant 
le second membre par un facleur dont le premier terme est I'unite, et 

les termes succe'ssifs de Tordre des puissances 2, 4» 6,..., de -• 

Les valeurs de tanga demeurent proportionnelles ^M pour une meme 
aiguille ou des aiguilles de meme longueur, mais cessent de Tetre pour 
des aiguilles de longueurs difTerentes dont les centres coincident. 

De la la necessite de placer la spirale trcs-loin de Taiguille galvano- 
metrique, et, par suite, Tobligation de se contenter de deviations me- 
diocres ou tres-faibles pour evaluer les moments. J'ai recemment obvie 
a cet inconvenient en rendant Taiguille galvanometrique presque asta- 
tique a Taide d*un barreau compensateur place au-dessus de Taiguille 
dans une situation invariable. 

On a de fortes raisons d'admettre, a priori, que la distance des 
poles temporaires des aiguilles a leur extremite est independante de 
Tintensite du courant. En effet, les aiguilles se trouvent soumises, pen- 
dant Taimantation temporaire, a une force magnetique qui a la meme 
valeur en tons leurs points, c*est-a-dire a une force analogue a la force 
coercitive introduite par Green dans ses calculs sur les aiguilles satu- 



(' ) Si Ton vent rendre les experiences actuelles comparables k celles de l*article pr^cMeiit, 
il faut delerminer le rapport des deviations a et a' qu'un meme courant, traversant la spi- 
rale galvanometrique de Tar tide precedent et la grande spirale magnetisante, imprime k 

a' 
Taiguiile, et multiplier les nouvelles mesures dMntensite par le rapport — • 

j4nn. de VEc, Normale, a* Serie. Tome V. — Avril 1876. lo 
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r^es (*); la distribution du magnetisme et la situation des p61es doivent 
etre les mSmes dans les deux cas. La meme observation etait appli- 
cable aux aiguilles de rupture (')» pour lesquelles nous avons verifi^ 
directement que les pdles occupent une situation invariable (*). 

Nous accepterons provisoirement cette conclusion que j'ai verifiee 
de la maniere la plus complete dans le cas des barres. Ainsi la 
determination des moments temporaires equivaut k celle des quantites 

de magnetisme, quand la distance d'un pole temporaire h I'extr^ 

mite voisine est connue par les experiences sur les aiguilles satu- 
rees. II a paru commode, pour eliminer le plus possible toute cause 
d'erreur, de comparer la deviation produite par Taiguille aimantee 
temporairement a celle qu'elle produit dans la mSme situation par son 
aimantation residuelle, apres la suppression du courant. 
Soient 

p le rapport de ces deviations; 

m! et m les quantites de magnetisme temporaire et permanente; 
$ la double distance d'un pole temporaire k Textremite voisine; 
d la meme quantite pour Taimantation permanente, d^terminee par la 
formule (3) de Tarticle precedent; 

rle rapport — • 

On a, avec un baut degre d'approximation, 

Le tableau suivant indique les valours trouvees pour r avec des ai- 
guilles de o"",553. 



(') Tai verifid (voir Annales de V£cole Normalcy a" 5^rie, t. ffl, p. 87) que la formule de 
Green est conforme aux r^sultats de rexp^riencO) en ce qui concerne les aiguilles saturdes. 

(*) Au moment oh Ton d^tache une aiguille du centre d'une aiguille beaucoup plus longue, 
elle se trouve soumise en chacun de ses points k la mdme force magn^tique. 

(') Voir Annales de V£cole Normale, a* s^rie, t. HI, p. 43. 
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J 


r 






COURANT. 


P 


obserT^. 


calculi. 


DIFFERENCE. 


POIDS. 


8,45 


8,573 


7,290 


6,399 


-h 0,891 


2 


iO)56 


4,255 


3,590 


3,932 


- 0,342 


I 


11,79 


3,819 


3,o58 


3,237 


- 0,179 


4 


12,81 


3,293 


2,765 


2,848 


— o,o83 


I 


'4,39 


3,089 


2,641 


2,438 


H- 0,203 


2 


i5,25 


3,000 


2,271 


2,279 


— 0,008 


I 


I7»a7 


2,409 


2,086 


2,011 


-f- 0,077 


I 


18,75 


2,073 


',727 


^877 


— 0, i5o 


2 


20,28 


2,167 


1,834 


',773 


-f- 0,061 


6 


23,56 


',919 


1,622 


1,623 


— 0,001 


5 


26,50 


1,624 


1,399 


1,539 


— o,i5o 


6 


3i ,32 


i,58i 


1,374 


1,442 


— 0,078 


7 


36,24 


i,5o6 


1,390 


1,400 


— 0,010 


2 


41,79 


1,462 


i,33i 


1,368 


— 0,037 


3 


68,68 


1,343 


1,343 


>,297 


-f- 0,042 





Les nombres de la derniere colonne indiquent le Dombre d*aiguilles 
employees pour determiner la valeur correspondante de p ; afm d'^viter 
toute erreur systematique, provenant du calcul de r, on a employe, 
pour diverses inlensites du courant, des aiguilles de diverses longueurs 
dont on plagait toujours le centre a une distance fixe de Taiguille gal- 
vanometrique (*). 

Les nombres de la quatrieme colonne ont ete calcules par la formule 



(3) 



r= 1,2619-t- 



a 



(^-3)« 



avec loga= a, 1 8355; x represente Tintensite du courant. La memc 
formule convient tres-bien pour exprimer le rapport r pour des ai- 
guilles plus grosses, deo""°,687 et o""",957 de diametre par exemple, a 



(') Pour cela, Faiguille en experience est maintenue au fond d'un tube ferm^ par un bout, 
qui p^n^tre k frottement dans la spirale magn^tisante; ce tube est divis^ en demi-millim^tres, 
et Ton r^gle sa position au moyen d'un rep^re fixe trac^ sur le tube qui porte la spirale. 

18. 
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la condition de faire a = aD, a etant une constante (*). Une formulc 
analogue convient aussi pour Tacier de Bessemer etudie par Rowland, 
si ce n'est pour les intensites les plus fortes; le rapport r presente 
alors une augmentation notable, observee aussi dans quelques-unes de 
mes experiences, et sur laquelle nous reviendrons par la suite. 

Nous avons vu deja qu'il n'y a pas, a proprement parler, de fonction 
de magnetisme permanent pour les aiguilles trempees de difTerents dia- 
metres; il n'y a pas non plus pour ces aiguilles de veritable fonction de 
magnetisme temporaire, et Ton vient de voir qu'cntre certaines li- 
mites de grosseur le rapport des deux quantites de magnetisme depend 
du diametre, resultat parfaitement incompatible avec Texistenee de ces 
deux fonctions. Toutefois, si, trempant une serie d'aiguilles de meme 
diametre, on les reduit ullerieurement a des diametres divers par Tac- 
tion de Tacide, nous savons deja qu*il y a une fonction de magnetisme 
permanent bien determinee, et il y a aussi une fonction de magnetisme 
temporaire : le rapport r devient independant du diametre; il conserve 
pour toutes les aiguilles la valeur correspondant au diametre des ai- 
guilles meres d'apres la formule (3). Le tableau suivant se rapporte a 
des aiguilles de diametre primitif egal a i"*"*,i78. 



COURANT. 


r 


DIFFERENCE. 


Valeur moycune. 


Calcul. 


19,55 

^7.9^ 
36,9^,5 

45, 5o 


•2 , 323 
1 , 862 
1 ,609 

■,498 


^,449 

1,786 
1,556 

i,44>^ 


— 0,126 
-T- 0,076 

-^ o,o53 
-r- o,o56 



La seconde colonne Iburnil la nioyenne des valours de robtenues avec 
les aiguilles rongees superficiellement et reduites a i"",o88, o™°*,348, 
o'°'",854eto™™,762. 



(•) Cette formule empirique r^ussit tr6s-bien pour les aiguilles de o""",45^ i°*",5o, Irem- 
p^s au rouge sombre; mais elle est loin d'etre g^n^rale. 
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On peut aussi s* assurer directement que la fonction de magnetisme 
temporaire est coustanle, comme on I'a fait pour la fonction de magne- 
tisme permanent. La courbe T ci-jointe {fig* 3) a ete obtenue an 

Fig. 3. 



3U- 



ao- 



10- 




moyen des aiguilles de o™™,553. On voit qu'elle presente les memes 
earacteres generaux que la courbe P relative au magnetisme perma- 
nent. La portion de la courbe R| Rs comprise entre le pied de la tan- 
gente au point d'inflexion et le point ou cette tangente coupe Tasym- 
ptote horizontale de la courbe est la region de Xaimaniation ropide. 
L'etendue de cette region, et les coordonnees des deux courbes corres- 
pondant aux points extremes caracterisent tres-bien, a defaut des 
courbes completes, les qualit^s magn^tiques de Tacier employe. 



Article IU. •— Aimantation temporaire et permanente 
des aiguilles minces faiblement trempdes. 

Ces experiences ont ete, comme les precedentes, faites avec le fil 
d'acier pour pivots, du commerce de Thorlogerie; mais, au lieu de 
tremper les aiguilles au rouge, on les employait dans T^tat oil les livre 
le fabricant, c*est-a-dire non trempees. II ne peut etre question ici 
d'experiences de rupture, et il est tres-commode de prendre pour 
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point de depart non Telude de raimantation permanente, mais celle de 
raimantatioD temporaire. 

Les aiguilles etudiees sont placees a une distance de Faiguille galva- 
nometrique egale a o'^jSo ou o™,6o, et Ton opere d'apres la methode 
employee dans Tarticle precedent (*). A cette distance, et avec les di- 
mensions des aiguilles employees, la formule de Gauss est applicable 
sans faire intervenir les termes correctifs, et Ton peut comparer les 
moments d'aiguilles de longueurs diOerentes sans rien savoir apriori sur 
la position des poles. Considerons n aiguilles de longueurs differentes 
/, /',..., et soumettons-les a Taction de la meme force magn^tisante; 

soient — la distance d'un pdle a Textremite voisine dans une aiguille 

quelconque; m, m\ m",... les moments observes, on doit avoir 



(0 



m m! m" 



/ — X /'-X r-x 



Ces equations permettent de verifier que X est constant, et d'en obtc- 
nir la valeur approchee. On trouve que X ne change pas, quelle que 

soitl'intensite de la force magnetisante. 

X 

Pour des aiguilles de o^'^jgao de diametre on a trouv6 — = io""",33; 

X 

dans les memes aiguilles trempees dur — = 4™*°! 6. La quantite X est 

done liee a Tetat de Tacier; elle depend de sa conductibilit^ magn6- 
tique, comme on le verra par la suite de ce Memoire. 

Fonction de magnelisme temporaire. — La distance polaire 6tant 
connuc, on peut, comme pour les aiguilles trempees, construire la 
cQurbe qui represente cette fonction. Le tableau suivant a ete obtenu 
pour des aiguilles de o"™,526 de diametre. La seconde colonne se rap- 
porte au magnetisme temporaire, la troisieme au magn^tismc perma- 
nent; la derniere donne la valeur du rapport rdeces deux quantites. 



(') La quanlit^ de magnetisme dlant beaucoup plus forte dans les aiguilles faiblement trem- 
p^ que dans les mdmes aiguilles fortement tremp^s, Temploi des grandes distances n'affaiblit 
pas assez les valeurs absolues des deviations pour rendre les mesures incerlaines dans le 
cas actuel, comme cela avait lieu dans Tar tide precedent. 
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COURANT. 


T 


P 


r 


3,87 


1 ,oo3 


o,3oo 


3,343 


5,44 


1,589 


0,871 


1,867 


6,57 


2,il6 






8,00 


3,375 


2,297 


1,891 


9,87 


3,702 






11,56 


4,4n 






1 4, 84 


5,017 


3,073 


1,633 


20, a5 


5,487 


3,265 


1,681 


32, 5o 


6,704 


3,731 


1,796 


43,75 


6,449 






60,37 


7.543 


3,819 


>,975 



Le tableau<}ui precede donne lieu a de nombreuses observations. En 
premier lieu» on remarque que raimanlation, soil temporaire, soil 
permanente, commence a devenir sensible pour des valeurs Ires-faibles 
de la force magnetisante, ee qui n'avait pas lieu dans le cas de Tacier 
trempe tres-dur; le point d'inflexion de chaque courbe est aussi plus 
voisin de Torigine, et au dela les courbes, surtout celles qui se rap- 
portent au magnetisme temporaire, se rapprochentbien plus lentement 
de leur asymptote. En un mot» la variation des quantites de magne- 
tisme s'effectue avec beaucoup moins de roideur, et les courbes qui s*y 
rapportentpresentent moins d*analogie avec de simples lignes brisees, 
telles que les fournirait la vieille theorie de la force coercitive. Ce ca- 
ractere se presente aussi de la maniere la plus nette dans les courbes 
denudes par Rowland pour les diverses sortes de fer, en opposition 
avec les resultats fournis par I'acier Bessemer. 

Remarquons aussi que le rapport r» que nous avons trouve decrois- 
sant vers une certaine limite quand Tintensite de la force magneti- 
sante croit ind^finiment, presente, dans le casde Tacier trempe doux, 
un minimum tres-net, au dela duquel r augmente d'une maniere tr^s- 
sensible. L'existence de ce minimum de r, qui se presente ici pour la 
premiere fois dans mes experiences, parail cependant etre un fait assez 
general. Je retrouve ce minimum dans toutes les experiences faites par 
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Rowland sur le fer, I'acier, le nickel et le cobalt, quoique avec des ca- 
racteres parliculiers, suivant Tetat et la nature de la substance. On en 
jugera par le tableau suivant (*) : 



0,2673 

Fer Norway niagnetique \ o ,93o5 

36,86 

o, 1456 
Fer Burden's best normal . . I 1 ,655 

36, 60 



Burden's best brule. 



0,553 
1,317 
5i ,o3 

o , 1 356 
Acier Bessemer normal . . J 7 ,495 

38,99 

1,084 

Fil d'acier Slubb { 20,54 

38,64 



Nickel pur normal 



Cobalt pur normal 



r. 



f ,35o 


minimum. 


2,099 




3,823 
1,366 
2,073 


minimum. 


2,193 
1 ,243 
1 ,5i I 


minimum. 


18,176 
1,358 
1 ,523 


minimum. 


'^47 
1,519 

1,692 


minimum. 


2,394 
1,472 


minimum. 


2,227 




7,160 
2,452 
3,244 


minimum. 



2, i36 
5,900 
82,92 

3,925 
21 ,06 
117 ,00 



Les limites entre lesquelles sont demeurees comprises les forces ma- 
gnetisantes que j'ai employees sont plus etroites que celles qui ont ete 
atteintes dans les experiences du savant americain, et il me parait 
tres-prohable que le minimum de r se serait nettement accuse, meme 
dans le cas de Tacier trempe tres-dur, si la limite superieure de F 
eut ete suifisamment elevee dans mes experiences. La valeur de F 



( * ) Les valeurs de r ont 616 calcuI6es d'apr^s les nombres fournis par Rowland dans les 
deux M^moires publics dans le Philosophical Magazine, en aoOt 1873 et novembre 1874. 
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correspondant au minimum de r s'abaisse beaucoup dans le cas de 
la trempe douce; c'esl pourquoi Fexistence de cc minimum a ete aise- 
ment reconnue dans ce dernier cas. 



Article IV. — Experiences sur les barreaux cylindriques, 

Les experiences precedentes ont etc dirigees de maniere a permettre 
Telude de la fonction magnetisante et a determiner directement la 
situation des poles. Celles-ci ont eu pour objet de fournir les constantes 
caracteristiques de la distribution du magnetisme, dans des circon- 
stances tres-variees. On va voir que les deux problemes dependent en 
derniere analyse des memes elements pliysiques a determiner. 

1. J*ai deja etabli ailleurs (*) que les moments magnetiques j d'ai- 
guilles cylindriques minces» trempees dur et aimantees a saturation, 
sont representes par la formule 

2 e^^ — e~^* \ B 

(i) ^ = Afl*(x-p-^^ -^ j avec p = -, 

donnee pour la premiere fois par Biot et rattachee par Green a la 
iheorie dela force coercitive. J'ai fait voir aussi(^) que la meme for- 
mule s'applique aux aiguilles tirees par voie de rupture du centre d'ai- 
guilles non saturees. Des experiences incompletes (') m'avaient fait 
supposer k la meme epoque que la formule (i) n'etait pas applicable 
aux aiguilles plus grosses, ce qui m*a engage a reprendre dans le cas 
des barres cylindriques de 6 a lo millimetres de diametre une s6rie de 
recberches analogues {*) dont je public aujourd'hui les resultals. 

La mesure des moments magnetiques a ete effectuee par la metbode 
appliquee dans les articles II et III du present Memoire. La necessite 



(') Voir Annates de V^cole Normale supericure, t. UI, p. 34. 
(') Voir Annates de V£coIe Normale superieure^ t. HI, p. 43. 
(') Voir Annates de VEcole Normale supiricurCy I. HI, p. 44* 

(^) Aciers tr^fil^s fratiQais, de MM. Peugeot etJaickson, en tringles de a rndtres. Cesaciers 
sont extr^mement homog^nes. 

Ann, de Vtc, Normale, 2« S6rie. Tome V.— Mii 1876, 19 



l46 E. BOUTY. 

(I'operer parfois sur des barres de longueur considerable a exige quel- 
ques disposilions speciales que je vais indiquer en peu de mots. La 
bobine employee a produire raimantalion est formee d'un tube en zinc 
de i"',2o de long et de 5 centimetres de diamelre, portant i kilometre 
de fil de cuivre isole, roule en 7 couches superposees. L'enroulement 
est dispose de fagon que Ton puisse ^ volonte uliliser tout ou par- 
tie de la bobine. Un chemin de fer en bois horizontal, mobile autour 
d'un axe vertical qui passe par le prolongement du fil de Taiguille 
galvanometrique (*), est dispose perpendiculairement au meridien ma- 
gnelique. La bobine est montee sur quatre roulettes, et pent etre eloi- 
gnee a volonte; elle porte un index qui glisse le long du rail sur uue 
regie divisee dont le zero coincide avec Faxe de rotation. Les barreaux 
sont soutenus dans Taxe meme de la bobine par une disposition 
appropriee. 

On a verifie que la deviation produite par un barreau de 5o centi- 
metres de long est exactement proportionnelle au cube de la distance 
de son milieu a Taiguille, des que cette distance est superieure a 
2 metres : elle a ete prise en general beaucoup plus grande. 

Dans ces conditions, j'ai trouve que la formule (i) pour des valeurs 
de A et de B convenablement choisies represente toujours exactement 
les moments magnetiques, pourvu que tons les barreaux, vierges d'ai- 
mantation anterieure, soient aimantes dans des conditions identiques. 
Elle s'applique aussi bien a Taimantation temporaire qu'a Taimantation 
permanente, aux barres d'acier doux qu'aux barres fortement trempees, 
. et soit qu'on aimante h saturation, ou qu'on anime la bobine par un 
courant d'intensite constante trop faible pour saturer. 

Les tableaux suivants sont destines a montrer sur quelques exemples 
le degre d'accord de Texperience et de la formule (^). 



(') L'aiguille est rendue presque astatique k I'aide d'un barreau compensateur. f^oir 
p. 137. 

(') On croit utile de pr^venir le lecteur que les nombres qui repr^senlenl en unites arbi- 
traires les moments magnetiques mcsur^s dans cet article sont toujours lvalues avec la 
mdmc unil6, plusieurs centaincs de fois plus grande que celle dont on a fait usage dans ies 
articles pr6c6{Jents. Comme los experiences correspondanles ont etc failes les uncs k Reims, 
les autres a Paris, les donnees ont manque pour etablir la valeur cxacte du rapport des 
deux unites. 
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Barreaux saturis de 7 millimetres de diamdtre non trempis. 





AIMANTATION TEMPORAIRE. 


AIMANTATION PERMANENTE. 


LON- 
GUEURS. 



























Observation. 


Calcul. 


Differences. 


ObscrTation. 


Calcul. 


Differences. 



5,0 


0,75 


0,758 


— 0,008 


0,o56 


0,074 


— 0,018 


7,2 


2,l3 


2,062 


-+- 0,068 


0,187 


0,222 


— o,o35 


9,8 


4,12 


4,368 


~ 0,248 


o;469 


0,547 


— 0,078 


12,4 


7,i3 


7,852 


— 0,722 


0,845 


1,068 


— 0,223 


i5,o 


12,54 


11,896 


-+- 0,648 


1,726 


1,692 


H- 0,023 


19,8 


20,25 


20, 358 


— 0,108 


3,440 


3,5i7 


- 0,077 


25,0 


30,19 


30,260 


— 0,070 


6,328 


6,847 


0,519 


3o,o 


37,7a 


40,087 


2,367 


10,91 


10,524 


-+- o,386 


34,5 


48,96 


49,037 


— 0,067 


i5,i8 


14,442 


-4- o,368 


40,0 








21,81 


21,81 


0,000 




A,= 4,( 


081, B, = ; 
> 


I 


A, = 2,3 


./ n 


I 


r,i42 


4. B, - ,^ 


,857 

* 



Barreaux non saturis de 10 millimetres de diamhtre non tremp^s. 



LON- 
GUEURS. 


AIMANTATION TEMPORAIRB. 


AIMANTATION PERMANENTE. 


Observation. 


Calcul. 


Differences. 


Observation. 


Calcul. 


Differences. 


e 
11,6 

i5,o 

19,2 

24,5 

29,4 

34,5 
39,4 


2,60 
3,63 
6,68 

11,47 
16,17 

21,75 
23,44 


2,121 

3,828 

6,712 

10,540 

1 5, 520 
20,362 
25,090 


-+- 0,479 

— 0,198 

— o,o32 
-h 0,930 
-+- o,65o 
-h 1,388 

— i,65o 


1,223 

2,573 

4,149 
5,333 

7,571 


i,'98 
2,357 

3,781 
5,659 
7,788 


-h 0,025 
-h 0,216 
-4- o,368 

— 0,426 

— 0,217 


A — n rvr^AA R — 


I 


• 
A, = 0,7 


0^ R — ' 


A, — 0,0 


^^vFx#, M,^ — 


7,142 . 


17,857 



'9 
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Les resultats fournis par Tacier non trempe, auquel se rapportent les 
tableaux precedents, sont particulierement interessants : 

En premier lieu, le coefficient B est independant de rintensite du 
courant qui produit Faimantation. A Taimantation temporaire corres- 
pond une valeur determinee 



7,142' 
a Taimantation permanente une valeur beaucoup plus petite 

B,= 



17.857 

Ce coefficient ne change pas avec le diametre des barreaux. On voit 

aisement, en faisant x tres-grand dans la formule (i), que ^ = » repr6- 

sente la distance d*un pole a rextremite voisine dans les barres longues. 
Pour a = 1*^, on a 

et ces distances polaires sont caracteristiques de Tacier employ^, Tune 
pour Taimantation temporaire, I'autre pour I'aimantation perma- 
nente. 

Deuxiemement, le coefficient A| relatifa la saturation temporaire est 
plus grand que le coefficient A2 correspondant a la saturation perma- 
nente. En general A4 et A^ sont deux fonctions de I'intensite de la force 
magfietisanlc qui ne different pas de celles que nous avons etudiees 
dans les articles 1, Uet III, sous le nom Aq fonctions de magnetisme tem- 
poraire et permanent. Mais les experiences sur les barres n*ont pas ete 
dirigees dans le but d'etudier la variation de ces fonctions, 

Les barreaux Irempes fournissent des resultats analogues, pourvu 
qu'on ne considere que des barreaux de meme trempe. Les valeurs de A| 
et de Aa sont plus faibles que pour les barreaux naturels; la valeur 
de B, pour la trempe que j'ai employee devieni egale k | et demeure 
constante quelle que soit I'intensite de la force magnetisante. Mais la 
valeur de B, croit avec Tintensite de cette force; sa valeur initiate 

est -r — r et se reduit a | pour les forces magnetisantes les plus intenses 
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que j'ai employees. Ges resultats sont du meme genre que ceux que 

j'ai obteDus dans FArlicle I pour ies valeurs de d= -^^ 

Tels sont Ies resultats directs obtenus par Telude des moments. Pas- 
sons aux inductions qu'on en tire relativement a la distribution. Si Ton 
admet que la quantite de magnetisme libre contenue dans une tranche 
d*epaisseur du situee a une distance u du milieu d'un barreau quel- 
conque de la serie que Ton etudie soil representee par la formule 

le moment magnetiqueysera represente par la formule (i). Les mSmes 
lettres dans les deux formules se rapportent aux memes quantites. 

Inversement nous admettrons avec Biot {*) que, si les moments ma- 
gnetiques verifientla formule (i), les distributions sont conformcs k la 
formule (2). Les experiences prec^dentes nous fournissent les valeurs 
des deux constantes A et B caracterisliques de la distribution. 

Pour nous rendre un compte exact du role physique de ces constantes, 
considerons le cas d*une barre de longueur inQnie. La distribution est 
alors representee, a parti r de Textremite de la barre prise pour origine, 
par la formule 



B 

// 

a 



(2 bis) 5 = Aa^Pe-?" = AB«e 

Si Ton fait varier seulement A, la courbe de distribution demeure sem- 
blable a elle-meme, sa forme n'est pas modifiee. II en est ainsi dans le 
cas de Taimantation temporaire produite par des courants de differente 
inlensite. Si, au contraire, on fait varier B, la courbe de distribution 
pour une meme valeur de Tordonnee extreme se rapproche d'autant 
plus vite de Taxe des abscisses que B est plus grand ; quand B augmente, 
la distribution magnetique se raccourcit; elle s'aUonge quand B dimi- 



(* ) L'induction que nous employons ici n*a rien de necessaire a priori. On peul concevoir 
une in6nil6 de distributions magn6liques dKT^rentes fournissant les m6mes valeurs des mo- 
ments magn6tiques ; roais la formule (a) ayant ^t^ v^rifi6e directement par divers observa- 
teurs, on pent employer le mode de raisonnement que nous empruntons k Biot en toute 
s^uril^. 
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nue. Ainsi raimanlation temporaire est plus courte que raimaDtation 
permauente (*). 

On peut, avee M. Jamin, appeler A le coefficient de capacitd^ ^ le 

coefticient dc conductibilitd de l*acier etudie. La mesure de la distance 
dcs poles d*UDe barre longue k l*extremite voisine fournit la valeur 
absolue de son coefficient de conductibilite dans les conditions de Tai- 
mantation. La conductibilite temporaire est invariable, quelle que soit 
rinlensite de la force magnetisante; il n'en est ainsi pour la conducti- 
bilite permanente que dans le cas de Tacier non Irempe (*). 

2. Apres avoir etudie la distribution dans une barre vierge d'aiman- 
tation anterieure, j'ai cherche a appliquer la meme m^thode aux 
barres deja aimantces que Ton soumet une seconde fois a Taction ma- 
gnetisante. J'ai choisi le cas le plus simple : celui des barres non trem- 
pees, primitivement saturees. 

Action d'un courant direct. — Une deuxieme application d'une force 
magnetisante directe n'altere pas le moment permanent d'une barre 
saturee; mais quelque faible que puisse etre cette force, le barreau 
acquiert, pendant qu*il est soumis a son action, un moment temporaire 
superieur a son moment permanent. 

De plus on reconnait qu'il est impossible de representer ces moments 
temporaires par une formule unique de la forme de Tequation (i); 
on reussU an contraire tres-bien en prenant la formule k deux termes 



(3) 




(*) Aucune force constante ne peut done produire sur un barreau une distribution de 
rn^me forme que la distribution permanente. Ce r^sultat est en opposition avec la th^orie 
de la force coercitive. 

( ' ) Le nombre des fonctions ou des constantes n^cessaires pour d^finir completement un 
acier donn^ au point de vue magn^tique est, comme on voit, assez considerable. II faot con- 
nattre les deux fonctions de magn^lisme A, et A, (ou au moins les constantes caract^nstiques 
de Faimantalion rapide) et les deux coefficients de conductibilit6 B, et B,. Encore ne d66nit- 
on ainsi que F^lat de I'acier id gustiest, et Tdlude complete est k refaire pour chaque degrd 
de Irempe. 
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dans iaqueile A| et As, |3| et jSa ont les valeurs caracteristiqucs de I'ai- 
niantalioQ temporaire et de raimanlalion permanente a saluralion; de 
plus c« et Cs sont determines par les conditions suivantes : 

I® Le premier terme contenant les coefficienls temporaires represente 
le moment temporaire (e'est-^-dire total) que le barreau vierge d'ai- 
mantation prendrait par une premiere application do la force magne- 
tisante F employee. 

2® Le denxieme terme est la difference du moment permanent de 
saturation et du moment permanent que la force F est capable de pro- 
duire. Ainsi soient a, et aa 'es capacites temporaire et permanente du 
barreau pour la force F, on a 

( Ci Aj — — Aj — - fltj« 

Appliquant la methode de raisonnement de Biol, nous serons con- 
duits a representer la distribution du magnetisme dans les barreaux 
consideres par la formule (5), 

(5) z-^cc.a^%-^ __+(A,_a')a'P, -g^ --^. 

e ' -\-e ^ e* -\- e * 

La distribution magnelique est la superposition do deux distribu- 
tions, Tune courts (temporaire) egale a celle que produirait une pre- 
miere application de la force F; Tautre tongue (permanente) 6gale au 
residu de la distribution primitive diminuee en quantile de la portion 
de magnetisme permanent correspondant a F. Ce qu*il y a de curieux, 
c'est que la totalite de la distribution courte n'est pas emprun- 
lee a la distribution permanente primitive ; de nouveau magne- 
tisme est evoque des profondeurs moleculaires pour faire I'appoint 
a, — aa, tandis qu'une portion souvent tres-considerable Aa — ^a de 
Taimantation primitive demeure distribuee a la h^on permanente (dis- 
tribution longue) comme insensible a Taction de la force magnetisante. 
II me semble qu'il y a la un fait de haul interet, au point de vue de la 
theorie du magnetisme. 

Les tableaux suivants sont destines a fournir des exemples relatifs 
a I'application des formules (3) et (4)- Us se rapportent a des barreaux 
de I centimetre de diamelre. 



I 52 



E. BOUTY. 



LONGUEURS. 



39,6 
34,4 

29»4 
24,8 

22,1 

19,6 
i5,6 



MOMBNT DE SATURATION 



temporaire. 



99,o85 

82 , 2 1 4 
60,729 
43,730 
29 , 066 
23,422 
10,712 



permancnte. 



33,95 

22,4^ 
i5,38 

8,92 

6,91 
5,13 

1.86 



MOMENT DE R^AIMANTATION 



obserTe. 



56,834 
42,391 

21,478 

14, 635 

i2,o33 

6,148 



calculi. 



56,834 
43,169 

22,166 

i5,i27 

11,883 

5,160 



DIFFER BNGBS. 



0,000 
— 0,878 



0,688 
0,49^ 

o,i5o 
0,988 



r, observe 0,40024 

r, observe o, 52528 calculi. 



0,52924. 



Les valeurs de c^ et c, ont ele mesurees par raimantation de barres 
de meme esp^ce que celles de Texperience, mais aimantees pour la 
premiere fois. La valeur dite calculie de c^ est celle qui a du etre 
employee concurremment avee c^ pour obtenir les uombres de la qua- 
Irieme coionne. 

Voici d'ailleurs le resume de toute une experience pour cinq valeurs 
de F differentes : 



c^ observe. 


c, observe. 


c, calculc 


o,o3688 


0,9625 


0,9680 


OyoSiriS 


0,9370 


0,9870 


o,i3i i3 


0,8418 


0,8826 


0,77886 


0,0770 


0,0282 



Ces resultats presentent un accord general satisfaisant avec ceux 
que M. Jamin a obtenus par la mesure des ordonnees extremes, k I'aide 
du contact d'epreuve (*). 

Action d^un courant inverse sur une barre cylindrique saturie. — Dans 
ce cas, le barreau conserve apres la cessation du courant un moment 



(') Voir Comptcs rendus de C A*'.odemie des Sciences ^ t. LXXX, p. 4«7 etsnivaiites. 
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permanent positif ou negalif, que l*on represente tres-bien par la for- 
noule (i), avec la valeur B, de B caracleristique de Taimantation per- 
manente. II n'a pas ete possible de formuler par une loi simple la rela- 
tion du coefficient de capacite c, As^ a la capacite permanente aa 
correspondante ; la diminution Aa(i — C3) est beaucoup plus grande 
que a, et parait se rapprocher de la limite n^a assignee par M. Jamin, 
quand on considere des forces de plus en plus grandes. 

Le moment des barreaux pendant Taction du courant ne peut 6tre 
represente que par une formule a deux termes 




13, LLf >«^ 



La valeur c^k^ est egale k la valeur fixee experimentalement par 
les experiences du paragraphe precedent; quant k C| A,, il est, comme 
dans le cas de la r^aimantation, egal a «<. 

La formule de distribution correspondante 



e^t" — er^ 



e^i" — e"^« 



z = c,A,«»(3, -^ -j^ - a. a' (3. ^^^ ^^ 



presente une particularity singuli^re. Elle represente la superposition 
d'une distribution longue et d'une distribution inverse plus courte. La 
forme de la distribution resultante differe profond^ment de celle de la 
distribution ordinaire. 



Fig. 4. 



Fig. 5. 



Fig. 6. 





AP> AT 



AP= AT 




Les courbes ci-dessus sont destinees a montrer aux veux les cas 

yinn, de I'tc, Aormale, 2* Serie. Tome V. — Mai 1876 9.0 
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principaux. Pour des valeurs convenables de la force F la courbe de 
dislributioQ coupe Taxe des abscisses comme on le voit dans \^fig* 6, 
et comprend deux plages de signc contraire. Le barreau porteur de 
cette distribution presenle deux points consequents D symetriques par 
rapport a son milieu 0. 

Cette consequence des formules des moments est trop curieuse pour 
que je n'aie pas chcrche a la mettre en evidence par des experiences 
directes. A cet effet, j'ai regie I'intensite du courant qui desaimante, 
dc maniere que Taction d'un barreau prealablement sature fut nuUe 
sur un point eloigne, c'est-^-dire que la position d'equilibre de mon 
aiguille galvanometrique etait la meme que le barreau fut ou non 
plonge dans la spirale. Dans une experience, le barreau sature, de 
4o centimetres de long et de i centimetre de diametre, produisait une 
deviation positive de 102 divisions de la regie, et, apr^s la cessation du 
courant, il deviait encore dans le meme sens de 8 divisions. Son action 
pendant le passage du courant etait inferieure k o,25 d*une division, 
ce qui est justement la limite des erreurs de lecture. Son moment ma- 
gnetique elait done sensiblement nul. J*ai alors fait glisser la bobine 
le long de son chemin de fer de bois, et constate, a I'aide d'une petite 
aiguille tres-fortement trempee et rendue sensiblement astatique par un 
barreau compeusaleur, Texistence de polarites contraires energiques 
a Textremite meme du barreau et un pen plus pres du milieu. Cette 
experience delicate, mais absolument concluante, grace k la r^gularite 
et a la symetrie des resultats obtenus, ne pent laisser aucun doute sur 
la legitimite de Tinduction qui nous a guide dans cette portion de notre 
etude. 

En resume, il semble ressorlir de ces dernieres experiences qu'il 
exisle entre Taimantation temporaire et Taimantation permanente une 
sorte d'independance plus tranchee qu'on ne I'avait admis jusqu'ici. 
Je persiste a penser qu'on doit Taltribuer au moins en partie a une 
difference d'origine resultant d'une veritable het^rogen^ite magne- 
tique de I'acier (*). 



(') Voir Annnles dc r£colc Normolc supeHcure^ I. HI, p. 52. 
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INTRODUCTION. 

L'un (les problemes Ics plus generaux qu'on puisse se proposer sur 
les combinaisons nous parait etre celui-ci : 

iltant donnies m lettres dislinctes n^by c,..., combien peiU-on, wee 
ellesy former de groupes contenant chacun n lettres distinctes ou iden- 
iiques, et satisfaisant a ces conditions que deux groupes quelconques dif- 
ferent autrement queparVordre des lettres et que^ dans un mime groupe, 
la leitre a ne soitpas ripetdeplus de afois, la lettre b plus de ^fois, etc. 

Ce problfeme est evidemment fori complique. U se simplifie beau- 
coup dans le cas ou a, ]3, y,... sont tous 6gaux a un meme nombre p; 
mais alors nous avons, non plus les groupes precedents, que nous 
pourrions nommer les combinaisons generates de m lettres n a n^ mais 
des groupes plus particuliers que nous appellerons les combinaisons re- 
gulieres d'ordre p dem lettres nan. 

Les combinaisons simples et les combinaisons complites^ les seules 
qu'on ait etudiees jusqu'ici en detail, ne sont autre chose que les com- 
binaisons regulieres du premier et du w*^™*^ ordre. 

Ce sont les combinaisons regulieres qui forment Tobjet de ce Me- 

moire. Des cinq Chapitres qui le composent, les trois premiers sont 

20. 
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consacres aux combinaisons reguli^res elles-memes; les deux autres a 
leurs applications. 

Nous revenons d*abord (Chap. I) sur la definition fondamentale; 
nous montrons que la connaissance du nombre des combinaisons regu- 
lieres fournit immedlalement la solution de certaines questions d'Alr 
gebre, d*Analyse indeterminee et de Calcul des probabilites; nous fai- 
sons connaitre les notations que nous avons choisies et les conventions 
que nous avons du faire pour rendre les formules generates. 

Nous passons ensuite (Chap. II) aux proprietes du nombre des com- 
binaisons regulieres. Ges proprietes sont nombreuses, remarquables, 
et, comme il devait arriver, toutes celles des combinaisons simples 
n'en sont que des cas particuliers. Elles se reduisent pour la plupart a 
des identites, et toutes ces identites sont etablies, pour ainsi dire sans 
calcul, par des procedes purement combinatoires. On sait que ces pro- 
cedes consistent a trouver deux expressions differentes du nombre des 
combinaisons qui satisfont a des conditions donnees et ^ les ^galer. 
Une identite ainsi etablie correspond, en general, ^ un certain mode 
de classification des combinaisons. En ces matieres, la ditficulte prin- 
cipale, pour ne pas dire la seule, est de faire des classifications bien 
nettes et des denombrements bien complets. 

Ges proprietes connues, nous en deduisons (Chap. Ill) des moyens 
divers de calculer le nombre des combinaisons regulieres. Nous trou- 
vons, toujours par les seuls procedes combinatoires, qu'on pent efTec- 
tuer ce calcul de quatre facjons differentes : i^par voie recurrente; 2® par 
voie recurrente encore, mais symboliquement; 3^ par une formule qui 
donne immediatement Tinconnue a I'aide des nombres des combinai- 
sons simples et des combinaisons completes; 4"^ enfin, par un triangle 
dontcelui de Pascal n'est que le premier cas particulier. De ces prece- 
des, le dernier est de beaucoup le plus rapide. Au reste, chose remar- 
quable, cette rapidite plus grande est un avantage qu'apportent avec 
eux tons les triangles, tableaux ou abaques employes jusqu*ici en Ma- 
thematiques, notamment ceux que M. Bourget a donnes dans son Me- 
moire Sur les nombres de Cauchy ( ' ) et dans sa Thiorie des permutations (*) . 



(•) Journal de LioiwiHe, ae s6rie, I. VI, p. 61. 

(') Noupeiies Annates de Mathematiques, a* s^rie, t. X, p. 264. 
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n.se trouve que Ics noinbres ties corabinaisons reguUeres d'ordre p 
lie m letlres ne sonl autre cliose que les coelficienls du developpeinent 
de 

Ces coefficients ont ete remarques, pour la premiere fois,parMoivTt'('). 
ii propos d'un prohieme sur les proliabiiites ; et recemment, en i SG3. 
M. J.-J.-A. Matbieu a appele sur eus rattention des geometres ('}. Les 
resultals oblenus par nous dans les trois Chapitres precedents nous 
permettent de donner une iheorie assez complete des proprietes et du 
mode (ie calcul de ces coefficients. C'esl la une generalisalion tres- 
large du bin6me ; elle forme I'objet du Cbapitrc IV, qui n'esl ainsi 
qu'une application des combinalsons reguliferes. Evidemnicnl on aurait 
pu tirer, par voie algebrique, du developpeinent lui-meme, tons les rc- 
sultats que nous avons Irouves precedcmmenl. C'est un Iravyil que 
nous avons fail, a litre de verificalion, nials que nous ne repruduisouH 
pas ici, pour deux ralsons : d'abord parce que cecl est une etude sur 
les combinaisons; ensuite paree que les demonstrations combinaloircs 
nons semblenl infiniment prcferables aux demonslralions de calcul. 

Le cinqui^me Cliapitre est encore une application des combinalsons 
regulieres : i! est consacre aux combinalsons generales dont nous avons 
parie en commeoQant. Nous y donnons les moyeiis d'en calculer le 
nombre; et nous montrons que ce calcul, en general fort long et fort 
complique, sc simprifie et s'abrege dans tons les cas, un seul exeepte, 
par la consideration des combinalsons regulieres. 

Tels sont les objcts respectifs des cinq Chapitres qui composent cc 
Memolre, A.vant de les aborder, nous pensons devoir avertlr que la for- 
mule donnee par nous comme truisleme precede pour le calcul des 
combinalsons regulieres a ete trouvee par Moivre, d'une fa^on tres-dil- 
ferenle de la nitre, et reproduile, d'apres lui, dans la plupart des ou- 
vrages sur le Calcul des probabilllcs. 




(') Miscelliinca analrlicn, p. 196. 

[') NouBcltes Annales ilr Mathemali'iiif 
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CHAPITRE L 

pr£liminaires 



§ I . — Definition des combinaisons rigulieres. 

1 . Nous appelons combinaisons rdgulieres na n^ d'ordre />, des m let- 
tres distinctes a, b^ c,... les groupes de n lettres distinctes ou identiques 
qui pe went itre formes avec les lettres donnies et qui satisfont h ces condi- 
tions que deux groupes quelconques diffirent entre eux autrement que par 
Vordre des lettres et que, dans un mSme groupe^ Vune quelconque des 
lettres donnies ne soit jamais repitee plus de p fois, 

Exemple. — Les combinaisons regulieres 3 k 3, d'ordre 2, des 
quatre lettres a, b, c, d sont au nombre de seize ; les voici : 



aab 


abc 


add 


bed 


aac 


abd 


bbc 


bdd 


and 


ace 


bbd 


ecd 


abb 


acd 


bcc 


odd 



Exemple. — Les combinaisons reguliferes 4 ^ 4» d'ordre 2, des cinq 
letlres a, b, c, d, e sont au nombre de quarante-cinq. Ce sont les sui- 
vantes : 



aabb 


aaee 


abee 


bbcd 


bcee 


aabc 


abbe 


accd 


bbce 


bdde 


aabd 


abbd 


acce 


bbdd 


bdee 


aabe 


abbe 


acdd 


bbde 


ccdd 


aacc 


abcc 


acde 


bbee 


cede 


aacd 


abed 


acee 


bccd 


ccee 


aace 


abce 


adde 


bcce 


cdde 


aadd 


abdd 


adee 


bcdd 


cdee 


aade 


abde 


bbcc 


bcde 


ddee 



2. II resulie immediatement de cette definition : 
Que les combinaisons regulieres du premier ordre ne sont autre chose 
que les combinaisons simples ou sans repetition; 
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Que celles dont I'ordre p est igal ou supirieur anne sont autre chose 
que ce quon appelle les combinaisons completes de m lettres nan; 

Que le nombre des combinaisons reguliires d'ordre p d'une seule lettre 
nd n est toujours igal a Vunitdf quelle que soit la valeur, forcement egale 
ou infirieure ap^ du nombre n; 

Que le nombre des combinaisons regulieres d'ordre p de m lettres mp a 
mp est toujours, lui aussi^ egal a r unite; 

Enfin, que le nombre des combinaisons rigulieres d'ordre p de m let- 
tres prises une a une est toujours egal a m. 

§ II. — Importance des combinaisons regulieres. 

3. Pour donner une idee de rimportance de cette etude des combi- 
naisons regulieres, considerons les problbmes suivants : 

Etant donne le mondme 

combien admet-il de diviseurs du degre n? 
Etant donnd le produit de mfacteurs 

( I -h a , -h a J -h . . . 4- < ) ( I -4- ^f , -h a 5 -4- . . . -h a? ) . . . ( iH- «„ H- a^ -f- . . -+- rtj, ) , 

combien son developpement prdsente-t-il de termes du degre /i? 

Etant donne un polyndme X, entieren x, de degri m et dont toutes les 
racines sont distinctes, combien V expression 

admet'^Ue de diviseurs du degri n? 
^tant donnee V equation inditerminee 

mm 

^i -h Xi -{- Xs, , . -h Xm = n, 

OU n est entier et oil chacune des inconnues peut prendre les valeurs o, i , 
2, 3,..., /;, combien cette equation admet-ellede solutions? 

Ces quatre probiemes, qui ne different point au fond, adraettent une 
solution idenlique. qui est Ijb nombre des combinaisons regulieres 
d'oTiivep, de m lettres, nan. 
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4. ConsideroDS encore le problfeme suivant sur les probabilites : 

De combien de manieres peut-on obtenir le nombre npar lejet de m des 
ay ant chacun p faces marquees i, 2, 3,...,/?? 

Si i'on y reflechitun peu, on voit que le nombre cherche n'est autre, 
que le nombre des combinaisons regulieres d'ordre/> — i, de m lettres, 
prises /i — m a n — m. 

§ III. — Notation. 

5. II resulte de la definition que nous avons donnee au n" 1 que le 
nombre des combinaisons regulieres d'ordre />, de m lettres, prises 
/} a /I, est, pour parler le langage de M . Meray ( ' ), une variante a trois 
indices^ savoir : i** le nombre total m des lettres; 2® le nombre n de 
celles qui entrentdans chaque combinaison; enfin, 3^ Tordre/?. 

Nous representerons cette variante par le symbole 

(m, n)p. 

6. Cela pose, si nous designons par C^ le nombre des combinaisons 

simples, et, comme nous I'avons fait deja (*), par K^ le nombre des 

combinaisons completes de m lettres n a /i, les remarques que nous 

avons faites au n^ 2 se traduiront immediatement par les egalites sui- 

vantes : 

(m, n), = Cw, 

(m, /i),+y r=: KJ,, 

[i,n)p— I, 
[m,mp)p^ I, 
(m, i)/» = /n. 

Nous ferons un continuel usage de ces cinq relations. 

§ IV. — Conventions. 

7. Pour que les formules que nous etablirons soient tout a fait ge- 
nerates, il est bon de donner an symbole 

[m, n)p, 

( ' ) Nouveau precis el' J naif se infinitesimale, p. i . 

(') Noiwelies Annates de Mathimatiquesy a* sdrie, t. XII, p. 84. 
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dans les cas oil il n'a plus de sens par iui-meme, une valeur de con- 
vention. 

Nous le regarderons : 

Comme nul^ toutes lesfois que n sera soil negatify soil superieurd mp\ 

Comfne nul aussiy toutes les fois que m sera nuU n et p dtant diffdrents 
de z&o; 

Comme dgal a runitd, lorsque n sera nuU m et p dtant diffdrents de 
zdro; 

Enfin comme dgal encore a Vunildy lorsque^ p n dtant pas dgal a zdro, 
rri et n seront nuls en mdme temps. 



CHAPITRE IL 

PROPRI£t£S DES COMBINAISONS RfiGUUfeRES. 



§ I. — Relations enire les comhinaisons n an et les combinaisons 

mp — na mp — n. 

8. Tueor£me. ^ Ona identiquement 

(m, n)p z=i (m, mp — n)p. 

En eifet, considerons Tensemble de mp lettres forme des m lettres 
distinctes donnees repetees chacune/? fois. Si nous en dtons n lettres, 
il en reste mp — n. Les n qu*on enleve constituent une combinaison 
reguliere d'ordre /? de m lettres n i /i; les m/? — n qui restent consti- 
tuent une combinaison reguliere d'ordre /? de m lettres mp — n a 
mp — n. Les combinaisons n a n et les combinaisons mp — w a mp — n 
se correspondent done chacune a chacune : leur nombre est done le 
meme. 

9. CoROLLAiRE. — Dans la suite 

[my6)p, [m,\)p, [m,7)py .... (m,mp)p, 
les termes dquidistants des extrimes sont dgaux. 

Cest une consequence immediate du theoreme precedent. 

vZ/in. de vie. Aormale. a* Serie. Tome V, — Mai 1876. 11 
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10. Remarque. — Si, dans le iheoreme et le corollaire precedents, 
on fait/7 egal a Tunile, on retrouve Tune des proprietes Ics plus con- 
nues des combinaisons simples. 

§ II. — Relations entre les combinaisons de m leltrcs et les combinaisons 

de m — { lettres. 

1 1. Theorem E. — On a identiquement 

k=p 
[m,n)j, = \ (m — 1, /I— /r)^. 

k = o 

En effet, parmi les combinaisons regulieres d'ordre p de m leltres 
/I a n, celles qui ne conliennent pas une cerlaine lettre, a par exemple, 
sonl en nombre 

celles qui la conliennent une fois, en nombre 

(m — I, /I — i)^; 
celles qui la contiennent deux fois, en nombre 

(m — I, /I — 2)^; 

et ainsi de suite; celles qui la conliennent/) fois, en nombre 
On a done identiquement, comme il fallait le d^monlrer, 

(m,n)^ = [m— i, n)p-\- [m — i,/i-- i)^ -f- (m— i, /i — 2)^-1-... -4- (m— lyn^p]^; 

et, grace aux conventions du n^ 7, cetle formule est generale. 

12. Remarque. — Le iheoreme precedent pent evidemmenl s'enon- 
cer ainsi : 

Si Von ecrit Vune sous V autre, comme ci-dessous, les deux suites 

(m — i,o),„ fm — 1,1)^, (m — 1,2)^, (m — i,3)^, ..., 

chaque terme de la suite inferieure est egal au terme superieur correspon- 
dant, plus les p termes superieurs places a la gauche de celui-ci. 
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13. CoROLLATRE. — La suits 

{2,0)^, [0.,l)p, (2,2)^, (2,3);,, ..., (2,2/>)p 

se compose des p nombres i, 2, 3,...,/?, suivis du nombre p -h i, lequel 
est sum lui-m^me des p nombres p, p — i,/> — 2,...,i. 

Cela resulte immediatement de la remarque precedente, si Ton se 
rappelle que, d'apres la remarque du n° 6 et la convention du n**7, les 
termes de la suite 

(1,0)^, («.«)/'> ('>2)^, (i,3)^, ..., (i,p]p 

sent tous egaux a Tunite. 

§ III. — Grandeurs relatives des nombres des combinaisons reguliires 

d'ordre p de m lettres. 

14. Theoreme. — Dans la suite 

[m,o)p, (/M, 1)^, (w,2)^, (m, 3)^, ..., {m,mp]p, 

les termes croisserU jusqiCau milieu et decroissent au deld. 

Si Ton tient compte du corollaire du n® 9, il suffit de prouver la pre- 
miere partie du theoreme. 
Supposons, pour cela, le theoreme vrai pour la suite 

(m — i,o)p, (m — 1,1)^, (m — 1,2)^, (m — r,3)^, ..., [m — i[m — i]p]p, 

Du theoreme du n^ 11 nous tirons 

(/?7,n)p = \ (m — I, /I — h">p, 

k=p 

k = o 

et par suite 

( I ) (m, n-hi)p — (m, n)p = {m — i , /i-h i )p — (m — i , /i — p)p, 

Cela etant, supposons que le terme 

f/W, /iH-i). 

21 . 



K = p 

y n -hi)p = \ (m — I , n -h I — /i \ 
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ne depasse pas le milieu de la suite consideree, c'est-a-dire de la suite 
des nombres des combiDaisons regulieres d'ordre p de m lettres; nous 
avons alors 



2 



II s'ensuit : 

I® Que le terme 

[m — i^n- p]p 

precede le milieu de la suite des nombres des combinaisons regulieres 
d*ordre/> de m — i lettres; car, s'il en etait autrement, on aurait 



^ 2 

d'oii Ton tirerait 

et par suite 

^ mp-hi 

/l-+-2>— i- J 

2 

ce qui est contraire k Thypothese; 
2® Que si le terme 

(m— 1, n-ht)p 

depasse le milieu de la suite des nombres des combinaisons regulieres 
de m — f lettres, il s'en ecarte moins au delk que le terme 

ne s*en ecarte en dcQk. En effet, de Tinegalite 

n -4- 2< — t- , 

2 

on tire 

ce qui donne 

2/1 -h 3<^nip-\- 1 

et par suite 

•^ 2 

Si done, comme on le suppose, le theoreme est vrai pour la suite 
des nombres des combinaisons de m — i lettres, le second membre de 
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I'egalite (i) est positif; le premier Test done aussi, et le theoreme est 
vrai pour la suite des nombres des combinaisons de m letlres. Or le 
theoreme est vrai lorsque rn est egal a 2, d'apres le coroUaire du n^ 13; 
doncil est general. 

15. Remarque. — Pour avoir, parmi les combinaisons regulieres 
d'ordre/? de/n lettres, celles dont le nombre est maximum, nous dls- 
tinguerons deux cas : 

Si mp -h I est impair^ ilfaudra prendre les combinaisons — ^ d — • 

Si mp -h I est pair, il faudra les prendre ^"" a — ^ > oa bien 

mp -f- 1 , mp H- 1 



2 



§ IV. — Relation entre les combinaisons de m lettres 
et celles dem— i, m— 2,... lettres. 

16. Theorems. — On a identiquement 

A=:p « = m— I 

(m, n)p =\ \ (a, n — k)p. 

k^=i a = o 

Pour le demontrer, revenons au theoreme du n° 11 ; nous en tirons 

A = p 

[m,n)p={m'- i, w)^ -h\ (m — i,/t — %, 

k=:p 

(m — I, n)p = (m — 2, n)p -H/^l'w — ?., n — /i),, 

k=zi 

k=p 

(m — 2, n)p =r (m — 3, n)p -h\ (m — 3, /i -— /i)p, 



A = i 



K=p 

(2,n)^ = (i,n)^H-2](i,''-/0, 



k = p 



{i,n]p=\(o,n--li%; 

k=i 
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d'ou, en ajoulant membrcs a membres et supprimant les termes com- 
muns, 

,m, n)p = \ [:m — I, /i — /i ;,,-+- (m — 2, /i — /r;^4-(/n— 3,n— /jr^^H-...-f-(o,/i— /r),], 

CO qui (lemonlre le theoreme. 

17. Remarque, — Ce tlieoreme souffre une exception : il n'est pas 
vrai lorsque le premier membre est egal a 

(m, o)^. 

L'origine de cetle anomalie s'aperQoil faeilement : dans les egalites 
que nous avons ajoutees memhres a membrcs, la derniere n'est pas 
vraie lorsque n est egal a zero. En n'employant pas celte derniere ega- 
lite, on Irouverait Tidentito 

k s= p a=:m— I 
k = I a = I 

qui nc serait sujetic a aucune exception. 

§ V. — Somme des nombres des combinaisons regulieres de m lettres. 

18. TiiEOREME. — Si, dans /a suite 

[m, Op, [m, i]py [in, 2)^, (m, Z)p, . . . , [in, inp]p, 

on prend ious les termes dont les seconds indices y dimes par p -h i , don- 
nenl le m^me reste, ces termes ont une somme constante, quel que soil ce 
reste. 

Soil, en effet, a ce reste, a etant forcement Tun des nombres o, 1,2, 
3,...,/?. On a, d'apres le theoreme du n** 11, 

k=p 

jn, t [p -\- i) -^ oc)p =\ [m — I, / (/? + i) 4- « — /<]/,. 

k = o 

Cela pose, soit X la parlie enliere du quotient de mp — a par/? -f- 1 ; 
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nous (Jeduisons de requaticTii precedcnle 



/=o /=oA=o 



Or le second membre do ccUe derniere egalite est ovidcminent egal a 

k={m — t)p 

il est, par suite, constant, quel que soil a, ce qui demontre le tlieo- 
reine. 

19. Remarque, — Le theoremequi precede peut s'enoncerainsi : 
Les termes pris de p-h i enp-i- i dans la suite 

(m, o)^, (/?/, i)^, (m, 2)^, (m, 3)^, . . . , (m, mp)^ 

ont une somme constante, quel que soil celui des /> -f- i premiers termes 
par lequel on commence, et egale a la somme de tous les termes de la 
suite 

20. Remarque. — Ce meme theorenic du n*^ 18 pourrait se deduire 
de celui du n"* 16, dont on pent le considerer comme un simple corol- 
laire. Nous laissons au lecleur le soin de faire lui-meme cette facile de- 
duction. 

21 . Theoreme. - La somme des termes de la suite 

(m, o)^, (m, I )p, [m, 2)^, (m, 3)^, . . . , (m, mp],, 
x^aut p -+- I fois la somme des termes de la suite 

En eflet, les termes dont les seconds indices, divises par/? 4- i, don- 
nenl un meme reste a, ont une somme egale a la somme des termes de 
la seconde suite. Or la premiere suite se compose de p-h i groupes de 
cette espece, puisque a pent prendre les/? -+- i valeurs o, i, 2, 3,...,/;; 
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done 00 a, identiquement 

k=:mp k=:{m — j)p 

ce qui demontre le theoreme. 

22. Theoreme. — La somme des termes de la suite 

(m, o)^, (m, i)p, (m, 2),, (m, 3)^, . ., (m, mp)^ 
est egale a 

(/?-4-i)-. 

En eflet, on a identiquement 

k=p 

on a aussi, d'apres le theorenie du n° 21, 

A=iip k^=.p 

k = 3p k=z*p 

^ (3,/.), =(/> + !) ^(2. A-),. 

A: = o A=o 
• • • 9 

k — mp A'=r(m— 1)0 

\[m,k)f., = [p-^i] y (m — i,/*)^. 

Mulliplions ces egalites membres a membres et supprimons les fac- 
teurs communs; il vient 

A = mp 



^(m,/f)^=(;i + i^ 



k = o 



ce qu'il fallait demontrer. 

23. CoROLLAiRE. — Le nombre de toutes les comhinaisons regulieres 

d'ordre p de m lettres est 

(/;h- i)'"— I. 
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En effet, si de Tegalite 

k=zmp 

^(m,*)^^(/>4-i;- 

nous retranchons, membres a membres, Tegalite 
qui resulle de la coqvention du n® 7, nous trouvons 

k= mp 

^(m,/.V=i(y:;4-i)'"-i. 

24. Remarque. — Les termes de la suite 

(m, o)^, (m, I )p, (m, 2)^, (m, 3^^, . . . , f/w, m/;)^ 

peuveut se classer enp 4- 1 groupes, comme on Ta vu au n® 18, d'apres 
les Testes que donnent les seconds indices divises par/> + i; chacun de 
ces groupes a done une somme egale a 

II en est de meme pour les nombres des combinaisons regulieres 
d'ordre p de m lettres> avec cette difference toutefois que ie groupe oil 
le second indice est noultiple de /? + 1 a une somme moindre d*une 
unite, et par suite egale k 

puisque ce groupe conlient le terme 

(m, o)^, 

qui est egal a I'unite, d'apres la convention du n^^T, et qui ne repre- 
sente pas un nombre de combinaisons. 

25. Theoreme. -- Si r on forme les combinaisons regulieres d*ordre p 
de m lettres, en mettant dans chacune un nombre de lettres muU^le de 
/? 4- I , on obtient un nombre de combinaisons inj^rieur d*une unite au 
nombre de celles qu*on obtiendrait en meltant dan chaque combinaison 
un nombre de lettres 6gal a un multiple de d -hi vlus un nombre quel- 
conque, mais constant^ different de zero et infeneur A o -h i . 

Jnn. de I'Ee. Normale. a« Serie Tome V. -^ Mai 1876. 22 
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Cela rcsulte imm^diatement de la remarque prec^dente. Cest une 
generalisation curieuse et inattendue de ce theoreme sur les combinai- 
sons simples : que le nomhre des combincUsons simples de m lelires qui 
renferment un nombre pair de kttres est infirieur d'une uniticai nombre 
de celles qui en renferment un nombre impair. 

§ VI . — Nouvelle relation entre les combinaisons de m lettres 

et les combinaisons de m-^i lettres. 

26. Theoreme. — On a identiquement 

k=p 
J (m, n)p =2^k{m - i , n - /r)^. 

En effet : 

1° Ghacune des combinaisons reguli^res d'ordre/> de m lettres nan 
contient n lettres; le nombre total des lettres contenues dans ces com- 
binaisons est par suite 

n[m,n)p, 

el, comme toutes s*y trouvcnt le memo nombre de fois, chacune d*elles, 
a par exemple, y entre un nombre de fois donn6 par Texpression 

n . . 

2° Cclle meme lettre a est donnee 

I (/n — I , n — I )ji 

fois par celles des combinaisons considecees qui la contiennent une 
fois chacune; 

fois par celles qui la contiennent deux fois, et ainsi de suite; enfin 
fois par celles qui la conliennent/7 fois. On a done identiquement 

— (/n, »)^= i(/n — I, n — i)p-|-2(m — 1,11 — 2)^ 

H- 3 (m — I , n — 3)^ -4- . . . -f- p (m — I , n — p)py 

ce qui demontre le theoreme. 
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27. CoROLLAiRE. — Si m ct ¥1 sont premiers entre eux, le nombre 

(m, n]p 
est divisible par m. 

Ed effet, dans I'^galite du n^ 26, le second nnembre est entier; done 
le premier l*est aussi, doifc le produit 

n (m, n]p 

est divisible par m\ done, si m est premier avec n, il divise 

(m, n)p. 

§ VII. — Relation entre les nombres des differentes combinaisons 

d'ordrep de m lettres. 

28. Theoreme. — Ona identiquement 

k=p 
n (m, n)p = \ (km -h k — n) (m, n — k]p, 

* = o 

En eSet» le th^oreme du n^ 11 nous donne 

k=p 

n[m -h I y n)p = n\ (m, n-^ k)p\ 

* = 

le theoreme du n'' 26 nous donne, d*autre part, 

k=p 



ii(m-4-i,/i)^ = [m H- 1)\ kimfn — k]p. 



k=o 

Retranchons membres a membres, il vient 

k=p 

o 

k=o 

(Toil nous tirons 



=\ [mk -4- A* ~ n) [m, n — A)^, 



k=p 



= — »(m, n)^ -f-> [mk -h /r— 1») (m, » — k)p, 



ce qu'il fallait d^montrer. 



2^. 
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29. Remarque. — Cette formule nous presente cetle particularity re- 
inarquable qu'un seul des indices, le second, n'y est point constant. 

§ YIII. — Relations non UnSaires entre les nomhres de combinaisons. 

30. Toutes les formules qui precedent sont lineaires par rapport 
aux nombres de combinaisons. Gelles que nous aliens etablir dans ce 
paragraphe etle suivant sont, au contraire, toutes du second degre par 
rapport a ces memos nombres. 

31. Theoreme. — On a identiquement 



(m, n]j, ==:\(m, /i ), [ni — /r, /i — lip)p^i. 



A ISO 



Gonsiderons, en effet, les combinaisons d*ordre p dem lettres nan. 
II en est qui ne contiennent aucune leitvep fois; leur nombre est 

(m, n)p..i 

ou, ce qui est la memo chose, 

(w, o),(/n, /i)^-,. 

Gelles qui ne contiennent qu'une seule lettre p fois sont en nombre 
egal a 

(m, i),(m-- I, n—p]p^x. 

Gelles qui contiennent deux lettres p fois chacune soot en nombre 
egal a 

(m,2),(/71 — 2, /I— 2/>);_,, 

et ainsi de suite. On a done identiquement 

-+- (m,?.),(/n— 2, /I— ip)p^i 4-. . ., 

ce qu'il fallait demoutrer. 

32. Remarque. — Bien que, dans Tidentit^ pr6cedente» nous ayons 
indique au 2 que h varie depuis zero jusqu'a m, le second membra de 
cette identite n'a souvent qu'un nombre de termes inf^rieur k m -f- 1 . 
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D*apr^s les conventions du n° 7, en effet, ii se pent, k cause du second 
facteur» que les termes du developpement devienn^nt tous nuls a par- 
tir d'une valeur de k inferieure a m. L'identit^ n'en reste pas moins 
exacte. 

La plupart do nos formules pourraient donner lieu a des remarques 
analogues. 

33. TfltoR^ME. — 0/1 a identiquement 

Considerons, en effet, les combinaisons d'ordre p dem lettres nh n. 
II en est qui ne contiennent qu'une seule lettre : leur noinbre est 

(m, i),(i,/i— i)^>,; 

celles qui en contiennent deux sont en nombre egal a 

(m,2),(2, n— 2)^.,, 

et ainsi de suite. 
Done on a 

(m, /i)^=: (m, i), (i, n — 1)^-, -4- (/?i,.2),(2, n — aV-.-i- . . . , 

ce qui demontre le theoreme. 

34. Remarque. — Dans Tidentite 



(m, n)p =\{m, /f), (/r, n — A)^.^,. 



*=i 



le premier terme different de zero n'est pns d*ordinaire 
c'est le terme 

(m, a:), (jT, n — x)p^iy 

a? etant la partie entiere du quotient de /n-/> — i par p. 
L'identite en question pent done s'ecrire 

(m, n)p = (m, x)t [x, n — x]p^x -h (m, a: -I- i ), (j: 4- 1 , n -- j: —>)/»-» 
H- (/II, a: 4- 2), (jr 4- 2, n — J? — • 2)^-, -h . . , 
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ou bien, ce qui revient au mSme, 

L X -f- I 

(m — a:)(m — JT — i) , , '| 

.(or -f-i)(a:-f-2) ^ ''^ J 

§ IX. — Somme des carris des nombres de combincUsons de m tettres. 

35. Theoreme. — On a identiquement 

(r 4- 5, n)j, =\ ( r, k)j,{s, n — k)p. 

k = o 

En effet, parlageons ies r+5 lettres donnees, supposees forcement 
distinctes, en deux groupes dont Tun en contienne ret Tautre s. 

Les combinaisons reguli^res d'ordre p^ de r+5 lettres, n a n, qui 
ne renfermeront aucune lettre du premier groupe seront en nombre 
egal evidemment a 

{r,o)p[s,n)p. 

Celies qui en renfermeront une du premier groupe seront en nombre 

(r,i)p{s,n-i)p. 

Celles qui en renfermeront deux en nombre 

et ainsi de suite. 

On a done identiquement 

{r'i'S,n)p={r,o)p[s,fi)p'h{r,i)p(s,n-'i)p+ (r, 2)^(1, n — 2)^4-. .. , 

ce qui demontrele theoreme. 

36. Remarque. — Si, dans cette dernifere identite, on fait 

r-4- i=:m, 

et par suite 

5 = m — I, 
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on retrouve Tidentil^ 



A = o 

ctablie directementau n^ 11. 



(m, n]p =\ (/y* — I , n — h\ 



37. CoROLLATRE. — On a identiquement 

k = mp 

[uniy n]p =\ [niy l(]p[my n — h)p. 



*=o 



II suffit, pour obtenir cetle formule, de remplacer par m, dans la for- 
niule du n° 35, chacunc des lettres r et 5. 

38. Lemme. — On a identiquement 

k:=rp 

(r -4- 5, sp)p =2J^r, k)p(s, k)p. 

k = o 

Pour obtenir cette formule, ii suffit de prendre encore celle du 
n"" 35 et d'y remplacer n par sp, en remarquant que, dans ce cas, 

39. Remarque. -— Cette derniere formule {n° 38), que nous venons 
de deduirede celle du n** 35, pourrait, sans difficulte, s'obtcnir direc- 
tement. 

40. Th^oreme. — - La somme des carres des termes de la suite 

(m, o)p, (/n, I )p, (m, 2)^, (m, 3)^, . . . , (m, mp)p 
est egale a 

En efTet, si, dans la formule du n^ 38, nous faisons 

nous trouvons 

{2m, nip)p z=:\(m, k)l, 

k = o 

ce qui demontre le theor^me. 
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41. Remarque. — On peut rapprocher ce dernier th^oreme et ceux 
qui le precedent de la Note sur les combinaisons simples, que nous 
avons publiee, au mois de mai 1871, dans les NouveUes Annates de Ma- 
thdmatiques (*). 



CHAPITRE m. 

CALCUL DU NOI^RE DES COMBINAISONS R£GULI£;RES. 



§ I. — Calculparvoiericurrente. 

42. Th^oreme. — Dans la suite 

(m,o)^, (m, I \p, (m, i]p, [m, 3)p, . . . , [m, mp]p, 

chaque terme est la somme des p precedents multipU^ respectivement par 
des quantitis connues. 

Revenons, en effet, k Tidentite 

(m, n)p'= - \ [km -H A — n) (m, n —k)py 

qui constitue le theoreme du n° 28. Gette identite doune precisement 

le terme 

{m,n)p 

sous la forme indiquee dans le theoreme ci-dessus» et par suite de- 
montre ce theoreme. 

43. Remarque. — On voit que cette meme identite (n®42) donne le 
moyen de ealculer de proche en proche, par voie recurrente» tons les 
termes de la suite consideree, pourvu qu'on connaisse les premiers. Or 
on sail (n^ 7) que tous les termes a gauche de 

(m, o)^ 



(') 2* serie, t. X, p. 221. 
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sontDuls; on sail, de plus, d'apres la convention du n® 7, que 
et, d'apres la remarque du n*^ 6, que 

(m, j)p = m. 

On pent done facilement effectuer le calcul. 

44. Theoreme. — Si I'on poscj pour ahrdger, 

[my n — a);, =: A., (/i — P) — y (m H- 1 ) = Bp,^, 
on a J identiquementy 



A» = (m, n]p=- ' ^^ 



Bo.i Bo. J Bo. 3 . . . Bo,^ o 


• • « 








B,,o B,., B,,, ... Bi,p^i B,,/, 


• • i 








o Bj.o B2,, . . . B2,;,-j B>,p_, 


• • 4 








00... 


• • 


. I5„_7,0 


"n--2,l "n—2.2 


00... 


• • 





0/1—1,0 B«_(,i 


is ay ant prdcisement n lien 


es. 







Pour le demontrer, revenons encore k la formule du n® 28, que nous 
avons rappelee au n^ 42. Si nous faisons usage des abrcviations indi- 
quees dans Tenonce, elle nous donne les identites suivantes : 

Bo,oAo 4- Bo,i A, -f- Bo,2 Aj 4- . . . -h Bo,;, A^ = o, 
Bi,oA, -f-B,,i A,-+-B,.2A3-f-. . .-*-B,.^Ap4-i — o, 
Bj.oAa -+■ Bj.i A3 -f- B2,2 A4 4- . . . 4- B2.;, A^4.2= o, 

et ainsi de suite, jusqu'aux deux identites 

B||_2,o An— 2~f" Bii_2,i An— I -f- U«— 2,» A/,= o, 

Br_i,o An_i -f- Bit— 1,1 Art= o. 



Ajoutons encore Tidentite 



A„= I. 



Nous obtenons n •+- 1 equations du premier degre entre n -f- 1 incon 
nues, qui sont 



Ao, A|, Aj, A3, • • •> A.JJ, 
Ann, de Vtc, HormaU, a* S^rie. Tome V. - Mai 1876. 
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c'est-^-dire 

[m,n)p, [m,n'-i]p, (m, /i — 2)^, (/w,n — 3)^, ..., (m, o)^. 

Si nous resolvons ce systeme a I'aide des determinants, de manibre 
a obtenir I'expression de 

nous arrivons a la formule qui fait Tobjet de ce theoreme. 

45. Remarque. — La formule du theoreme precedent (n® 44) n'est 
qu'une consequence de ce qui precede; car il est bien evident que le 
terme general d'une serie, soit recurrente, soit analogue aux series re- 
currentes, se pent toujours mettre sous la forme d'un determinant. Elle 

exprime le nombre 

(m, n)p, 

direclement en fonction des quantites 

c'est-a-dire en fonction des quantites donnees. En theorie, elle pre- 
sente done un tres-grand avantage sur la methode du n^ 43^, mais, dans 
la pratique, cet avantage disparait, pour ainsi dire, des que n est un 
pen grand, tant le determinant que renferme la formule devient alors 
long a calculer. 

46. Applications, — Quoi qu'il en soit, si nous appliquons au cas, 
par exemple, oii p egale 2, soit la methode du n*^ 43, soit celle du 
n*^ 45, nous trouvons 

(w, o), — I, 
m 

(m, I ,— —5 

I 

, m m -f I 
m,2 ,= , 

, ;. , _ m[m — I ) (n^ — 2) m' -(- 1 3 m -t- 1 2 
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47. Remarque. — On voit bien, sur les exemples qui precedent, que 
le nombre 

(m, :r)„ 

X etant la partie entiere du quotient de /i-h/? — i par/?, est facteur de 
Texpression 

(m, n)p. 

II en devait etre ainsi d'apres la remarque du n® 34. 

§ II. — Calcul symbolique, 

48. Lemme. — Le nombre 

(m, n]p 

est unefonction lineaire des nombres de combinaisons simples de m lettres-. 
Supposons que ce soit vrai pour le nombre 

tant que a ne depasse pas m — i. Alors le nombre 

(a,/i — A-)p 
sera une fonclion lineaire des expressions 

Co pi r-i p3 
a > ^a > ^a > ^a > • • • > 

et, par suite, Texpression 

a = w? — r 



a — o 



sera la meme fonction lineaire des expressions 



a = a = o a = o a=o 



Or on sait que 



a =: /n — I 



S'-= 



tn » 



a = u 



a3, 
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done 



0=r wi — I 



\ (a, n - h\ 



a = o 



est toujours la meme fbnetion lineaire des quantites 

Ci pa p3 p4 
my ^/w> ^ni9 ^//i> • • • • 

Cela pose, I'identite qui constilue le theoreme du n® 16 peut s'ecrire 
ainsi : 

a=:tn—i a, = m — i a:=m — i 

(m,n)p= \ (a,n— i)/;4- \ (a, n — 2)/, -+-... -4- \ (a>i-~/')/'; 

done le nombre 

(m, n)p 

est aussi une fonetion lineaire des quantites 

Co pi p2 p3 

/«> ^/;/> '-•///> vim» • . . . 

Or le theoreme est vrai pour I'expression 
car on a, d'apres la convention du n*^ 7, 

{o,n)p={o,n),=zCl. 

II est vrai aussi pour I'expression 
car on a, d'apres la remarque du n° 6, 

Done le theoreme est general. 

49. Lemme. — Si, dans les expressions 

(^0 pi p 2 p 3 

^//i> ^nn ^niy ^/7i» • • •> 

o/i assimiie les indices superieurs a des exposants, les infenears continuant 
a &tre re gardes comme des indices, on a, symboliquement. 



a=zin — I 



\ [oc,n—k)p=:Cm [niy n — k]p. 



a = u 
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En eOet, d'apres ie iheoreme precedent, le nombre 

(m, n — k)p 

est une fonction lineaire des quantiles 

po pi ri p3 

^'iin ^my ^m> ^*mf • • • 

Done Ie nombre 

(a, n — /r)p 

esl la meme fonction lineaire des quantites 

no pi pj p3 

et, par suite, 

a :^ Wi — 1 

2] t*^' " - ^l/- 



a = o 



est encore la meme fonction lineaire des expressions 

a = //J — I 11 = HI — I a =.i:i — I a r= ;« — i 
arro arro a — n a=:U 

c*est-a-dire, comme nous Tavons remarque deja dans le numero prece- 
dent, des quantites 

CI pJ p3 p4 

my ^/ny ^tny ^/;i> .... 

Or ces quantites ne sont autre chose que les termes de la suite 

pa pt pj p3 

^my ^my ^my ^//i> • • > 

dont tous les indices superieurs sont augmentes d'une unite. Done le 
theoreme est demonlre. 

50. Theoreme. — Dans la suite 

(m, o)^, (m, I ]p, (m, 2)^, (m, 3)^, . . . , 

chaque terme est egal a la somme des p precedents multiplies symbolique-' 
ment chacun par lefacteur 
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Pour le demontrer, revenons a I'identite du n® 16, que nous ecrirons 
comme nous I'avons fait au n® 46 : 

«:=//! — I a = //; — I a = //i — i 

{m,n)pz= \ (a, /i-i)^-f- \ (a, /i — 2)^ -h . . . >{- \ {a,n—p)p; 

a = o a=o a=:o 

puis rcmplagons chacun des termes de son second membre par sa va- 
leur tiree du theoreme precedent (n° 47). Nous trouvons 

(m, /i)^=Cm(m, w — i)^4-C«(/n, /I — 2)^-+-. . .+C«(/w, n — p);,; 

ce qui demontre le theoreme. 

51. Remarque. — Le theoreme que nous venous d'etablir nous donna 
le moyen de calculer de proche en proche, par voie recurrente, Tex- 
pression de 

(m, n)p 

en fonction des nombres de combinaisons simples. II suffit pour cela 
d'appliquer le theoreme precedent, en nous rappelant : 
D'abord que tous les termes de la suite qui precederaient 

(m,o)^ 

sont identiquement nuls, d'apres la convention du n*^ 7; 
Ensuite que Ton a, d'apres les n®' 7 et 6, 

(m, 0)p z= Cfny 

52. Remarque. — Pour simplifier I'ecriture, nous pouvons, dans les 
calculs relatifs a 

[nt, n)p, 

supprimer a la lettre C son indice inferieur m, sauf a le retablir dans 
les resultats. Cette. suppression ne creera aucune ambiguite, puisque la 
lettre m est la seule qui, dans ces calculs, serve d'indice inferieur a la 
lettre C. 
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53. Theoreme. — On a symboUquement 



[m,n)p^ 



c 


c 


c 


• • • 


o 


o 


o 


I 


c 


C 


• • • 


o 





o 


o 


— I 


C 




o 





o 


• 


• 


• 


• • • 


• 


• 


• 


o 


o 


o 


• • • 


— 1 


c 


c 


() 





o 


• • • 


o 


— I 


c 



ce determinant presentant n lignes dont les premieres contiennenty p/ois 
chacunet la lettre C. 

Ea effet, le theoreme du n° 51 nous donne les identitcs symboliques 
suivantes : 



— (m, n)p -f- C (m, n 

— • m, /I — i]^ 4- C (m, n 



'), 



-\- C (m, /I — 2)p-f- . . -f-G (m, n — />)^ 



=-. o 



2)^-4- C(m, n — 3)^-f-...-hC(m, n — /?— -i)^=o, 



— {/7i, 2)^ -h C(m, i)^ -h C(m, o)p--- o, 
— (m, 1)^-4- C(m, o)^==:o. 



Joignons-y ridentite 



(m, 0)^ = — i; 



nous obtenons n -\- 1 equations du premier degre a /i -f i inconnues 
qui sont 

[myn)py {m,n-i)pj (m, n — 2)^, (m, n-3)^, ..., (m, o)^. 

fin resolvant ce systeme a I'aide des determinants, nous en tirons, 
pour 

(m, n)py 

la formule qui fait Tobjet du theoreme actuel. 

54. Remarque. — En developpant le determinant qui precede, on 
obtient une formule qui n*est plus symbolique et qui donne le nombre 
des combinaisons regulieres d'ordre/?, de m lettres, n a /i, en fonction 
des nombres des combinaisons simples de 772 lettres. 
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55. Applications. — Si nous appliquons les deux precedes donnes 
aux n*^ 51 el 54 au cas oixp egale 2, nous trouvons 

(m,o),=:C*,, 

(m, 2),=:C^-4- C^, 



En faisant la meme application au cas on p egale 3, nous trouvons 

m, 1)3= C;,!, 

m, 2)3=: C/n + ^m> 

'w,4)3 = C^-h3C^+3CA, 
m,5], = C„» + 4C4. + eCJI. 4- C„. ; 



56. Remarque. — U resulte evidemment des calculs du n° 55 que 
les procedes de ce paragraphe sont beaucoup plus rapides que ceux du 
paragraphe precedent. 

§ III. — NomeUe expression du nombre des comhinaisons reguliires. 

57. Lemme. — Si Von designe par C^ le nombre des combinaisons 
simples de m lettres nan; par KJ), le nombre des combinaisons com- 
pletes de m lettres n d n\ et par Ua le nombre de celles-cioii a lettres et a 
seulement entrent plus de p fois chacune^ on a identiquQment 



a — n 



m m / ^ « * 



9.=:.o 



Considerons, en efTet, parmi les combinaisons completes de m objets 
n a /I, Tune de celles ou X lettres, au moins, entrent chacune plus 
de/7 fois. Celle-la se compose evidemment d'une combinaison complete 
de m lettres, /^ — X (/> -i- 1) a /i — X(/> 4- i), unie a une combinaison 
simple de m lettres, X a X, dont chaque lettre est repetee p + i fois. 
Associons, de toutes les manieres possibles, une combinaison compile 
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de m leltres, /i — X (/>-+- 1) a n — X (/? -h i), avec une combinaison 
simple de m lettres, X k X, dont chaque lettre sera repetee p -+- 1 fois; 
nous obtiendrons des combinaisoDS completes de 772 objets, /i a n, dans 
Tune quelconquedesquellesX lettres, au moins, entrerontplusde/? fois 
chacune, et le nombre de ces resultats sera 

Mais tons ces resultats ne seront pas des combinaisons completes dis- 
linctes de m lettres, n a /i. En general, celles de ces combinaisons, en 
nombre Ua, dans lesquelles a lettres et a seulement entrent plus de p fois 
chacune, sont evidemment repetees un nombre de fois egal a C« . II en 
resulte qu'on a identiquement 



a = // 



M m / J a ' 

a = u 

ce qu'il fallait demontrer. 

58. Remarque. — Nous avons, dans le 2 du numero precedent, pris 
n pour limite superieure de a. U est evident que cette limite est trop 
grande; mais cela n'a point d'inconvenient, puisque les termes qu'on 
obtiendrait en trop, en appliquant la formule telle quelle, seraient tons 
identiquement nuls. 

59. Theoreme. — On a identiquement 

En effet, d'apres le lemme du n^ 57, nous avons 



,0 ^n 

m m 

k = o 
k = n 



cir-^"^" =^c\v,. 



k = n 



ClK--'^^'^=yClVi, 



k = o 



et ainsi de suite. 

^nn. de Vie. Normale. 2« Serie. Tome V. — Jem 1876. ^\ 
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Multiplions par — i les deux membres de toutes les ^galites de rang 
pair, puis ajoutons membre a membre. Au premier membre de I'equa- 
tion resultaate, dous trouvons 



K = n 



y (-i)^c^k;-^^'-*-''' 



>i = o 



au second membre, la leltre Ua se presente avec le coefficient 

Cjf.-Ci4-Ci-q-h.. , 

qui est, comme on sait, identiquement nul. II en est ainsi pour toutes 
les valeurs de k superieures a zero; done le second membre se r^duit h. 

Uo, c'est-a-dire a 

(m, n)pt 

ce qui demontre le theoreme. 

60. Remarque. — L'identite qu'on vient d'etablir pent se trans- 
former de plusieurs mani^res. Si nous remarquons, par exemple, qu'on 
a identiquement 

Kn— X(p-fi) pn — >(/) + i) fm — T 

nous pouvons Tecrire 

(m, n)p =^ ( - ii^c^c;:;;;,,^^^, _.^ 



\ = n 



\ = o 



Gela pent encore s'ecrire, en n'employant que les factorielles, 



A = /l 



[m, n), - m 2^[ i) j^, (^ _ j^j, j„ _ ^^^^ ^ , j^, • 

61. Remarque. — Dans les identites des n°* 59 et 60, la limite supe- 
rieure n attribuee k X est generalementtrop elevee; mais, par la raison 
que nous avons donnee dans la remarque du n*^ 58, il n'en resulte 
aucun inconvenient. 

Nous pouvons toutefois donner la vraie limite : c'est la partie enti^re 
du quotient de n par /? -h i . 

Le nombre des termes formant le second membre de TideDtit^ du 
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th^or^me precedent (n" 59) est done egal a cette partie entifere, aug- 
roent^e d'une unite. 

62. Remarque. — La formule du n*^ 59 permet d'ecrire immediate- 
ment I'expression du nombre 

en fonction des nombres des combinaisons simples et des combinaisons 
completes de m lettres. N'exigeant aucun calcul prealable, elle nous 
semble preferable aux methodes donnees precedemment. 

63. Applications. — Calculons les valeurs successives de 

(m, n)p, 
dans le cas ou p egale 2. Nous trouvons 

(m, o),= Ci.K;^, 

(m, 2),= Ci,K^, 

(m, 3)j = C^,K^ — C^K^;, 

( m, 4 )» = C^K,rt — C,^ K^,, 



Pour le cas oil p egale 3, nous avons 

(m, I )3= C^|K/„, 

[nfly 2].^=: L/n A./nf 

(m, 3)s = CJ,K^, 

( m, 4 Is = C^ K^ — Ci, K^, 



§ IV. — Generalisation du triangle de Pascal. 

64. TH^oRfeME. — Pour construire un triangle donnant les valeurs de 

(m, n)py 

correspondant a une valeur determinee de />, it suffit d'ecrire sur unepre- 

24* 
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miere ligne honzontale p -h ifois Vunitd^ et de calculer les termes des 
autres lignes par cette regie qu'un terme quelconque est dgal au terme 
placd au'dessus de lui augmente desp termes qui precident celui-ci dans sa 
ligne horizontale, 

Ce theoreme resultc imm^diatemeDl de la remarque faite au n^ 12, 
sur ridenlite 

(m, n)p=z\ (m — I, n — k]py 

A=o 

laquelle forme I'objet du theoreme n*^ 11. 

65. Remarque. — Lc triangle ^tant construit conformement a la 
regie qui precede, le nombre 

(/?i, n)p 

n'est autre chose que le {n 4- 1)^^*"^ terme de sa m'^'"^ ligne horizontale. 

66. Remarque. — 11 resulte evidemment de la regie que, pour le 
cas oil p est egal a Tunite, on retrouve le triangle de Pascal. II en de- 
vait forcement etre ainsi, puisque 

(m, /i), 

n^est autre chose que le nombre des combinaisons simples de m lettres, 
n k n. 

67. Applications. — Formons le triangle dans le cas oil p egale 2, 
nous trouvons 

I I 

2821 

367681 

4 10 16 19 16 10 4 ^ 

5 i5 3o 4^ ^i 4^ 3^ i5 5 I 



Pour le cas oil/? egale 3, le triangle est celui-ci : 

I I I 

234^ ^ ' 

3 61012 12 10 6 3 I 

4 10 20 3i 4^ 44 4^ ^' ^'O 10 4 I 

5 i5 35 65 loi i35 i55 i55 i35 loi 65 35 i5 5 i 
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68. Remarque. — Quand il s'agit d'arriver, non plus aux expres- 
sions generates, mais aux yaleurs numeriques des combinaisons regu- 
lieresy ee procede est de beaucoup le plus rapide, comme dous I'avoDS 
d'ailleurs fait remarquer dans rintroduclioD. 



CHAPITRE IV. 

DfiVBLOPPEMENT DE (i-4-ar-+- j:»-*-x» -+-... -+-x»)' 



§ I. — Nature des coefficients. 
69. Th^oreme. — Le coefficient de a?" dans le diveloppement de 

(i -4- j; -4- :r' 4- ar* -»- . . . -h j?')"" 

nest autre chose que le nombre 

(m, n)p. 

En effet, considerons le produit 

(1 -f-a, 4-a;-f- ... 4-af), (i -+-a,-f-fl; 4- ... 4-aJ) (i 4-a« -4-flm-+- -..-^a^). 

Ceux de ses termes qui sont du degre n s'obtiennent en prenant, de 
toutes les faQons possibles, un terme dans chaque facteur, de telle 
sorte que la somme des exposants de tons les termes qu'on prend soit 
6gale a n. II en resulte evidemment que le nombre de ces termes n'est 
autre chose que celui des combinaisons regulieres d'ordre p^ de m 
lettres, n k /i, c'est-a-dire n'est autre chose que le nombre 

(m, n)p. 

Supposons maintenant que les m lettres a^, a,, ^si • •• > ^m devien- 
nent toutes egales a x, le produit considere se reduit a 

tous les termes de degr6 n du produit considere deviennent egaux 
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chacuD k af^t et* comme leur nombre est 

af^y dans le nouveau produit, admet ce meme nombre pour coefficient, 
ce qu'il fallait demontrer. 

70. Corolla I RE. — On a identiquement 

(m, n« = — I — T- : I ax. 

En efTet, il suffit de regarder le second membre de cette ^galitS pour 
apercevoir qu'il represente simplement le coefficient deo^ dans le d6- 
veloppement qui nous occupe. 

71. Remarque. — Nous avons fait remarquer* dans I'lntroduction, 
que ce developpement s'6tait presente a Moivre k propos d'un pro- 
bl^me sur le Calcul des probabilites. Ce probleme est pr^cis^ment celui 
dont nous avons donne Tenonce au n^ 4. 

72. Remarque. — Les coefficients du developpement consid^ri 
n'etant autres que les nombres des combinaisons r^guli^res, ce qui 
precede en constitue une etude complete. Nous n' avons done , pour 
faire connaitre les proprieles et le mode de calcul de ces coefficients, 
qu'a reproduire les resultats deja obtenus. 

D'ailleurs nous avons dit, dans Tlntroduction, que ces resultats se 
pouvaient deduire du developpement lui-meme. 

§ 11. — Propridtes des coefficients. 

73. Theoreme. — Dans le dd^^eloppement considdri^ les termes iqui" 
distants des extrimes ont des coefficients dgaux, 

C'est le corollaire du n*^ 9. 

74. Theoreme. — Un coefficient quelconque du ddveloppement de la 
puissance m^^"^^ du polyndme 

I -^ X '\- X^ -\- . . , -^ XP 

est dgal au coefficient ({e mime rang dans le developpement de la puis- 
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sance [m — ly^'^^ Ju mime polyndme plus les p coefficients placds a la 
gauche de celui-ci. 

C'est la remarque du n** 80. 

75. Theorem E. — Les coefficients du carre du polyndme 

I 4- a: -+- j;' -f- . . . -+- j;'' 

ne sent autre chose que les nombres i , 2, 3, . . . , /?, suivis du nombrep -h i , 
lequel est suivi a son tour des p nombres p^p ■— i,/? — a,..., 3, 2, i. 

. Cest le corollaire du n® 13. 

76. Thj^oreme. — Les coefficients du ddveloppement considerd 

(i -I- j; 4- ^' -h . . . -h xP)"* 

croissentjusqu*au milieu et ddcroissent au dela. 
Cest le theoreme du n® 14. 

77. Thj^or^me. — Si, dans le developpement considere, on prend les 
coefficients de p -\' i en p -h if on obtient une somme constante, quel que 
soit celui des p -h i premiers coefficients par lequel on commence. 

Cest la remarque n*^ 19. 

78. Theoreme. — La somme de tousles coefficients du developpement 
est dgale a 

Cest le theoreme d"" 22. 

79. Theorems. — Si m et n sont premiers entre eux, le coefficient 
de x'^ dans le divehppement considdre est divisible par m. 

Cest le corollaire n*^ 27. 

80. Thj^or^me. — La somme des carrds de tous les coefficients du ddve- 
loppement considdrd est egale au coefficient de ixf"^ dans le developpe- 
ment de 

(i 4- X 4- X* 4- ... + xP)^. 

Cest le theoreme du n'' 40. 
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§ III. — CcUcul des coefficients. 
81. Ge calcul n'etant autre chose que celui du nombre 

(m, n)py 

nous pouvons Teffectuer de quatre maniferes differentes : 

1^ Par voie recurrente, comme nous Tavons indiqu^ au n^ 43, ou 
bien a Taide du determinant du n^ 44; 

2^ Par voie recurrente encore, mais symboliquement, comme on I'a 
dit au n^ 51, ou bien k Taide du determinant du n^ 53; 

3^ A Taide de la formule qui constitue le th^or^me du n® 59 ou des 
formules qu'on en a deduites au n^ 60. La formule du n^ 59 a ete, 
comme nous Tavons dit dans I'lntroduction, trouv6e par Moivre (*), 
qui I'a tiree algebriquement de la consideration meme du develop- 
pement; 

4^ Enfin, a Taide des triangles du n^ 64. Ce dernier proc^d6, nous le 
repetons, est de beaucoup le meilleur : il fournit, par un seul calcuU 
les valeurs numeriques de tons les coefficients de la puissance const- 
deree et de tous ceux des puissances inferieures. 



CHAPITRE V. 

DU NOMBRE DES COMBINAISONS G£n£RALES. 



§ 1. — Nature et importance du probUme. 

82. Nous avons donne deja, dans notre Introduction, la definition 
des combinaisons generates. En commengant ce Chapitre, nous la re- 
produisons, en modifiant toutefois, afin de faciliterles raisonnements, 
les notations deja employees. 

('] Miscellanea antUjrtica, p. 196. 
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Iss combinaisons gdndrales^ n a n^ des m lettres distinctes 

A I, Aiy A J, • • • ) Aji ) Jjti JS^y Bj, • • • y Up f i-«i> i-<i» i-<j> • • • >i-«Y 5 • • • 

50/1/ &5 groupes quon peut former en prenant n de ces^ lettres de toutes les 
manieres possibles^ avec ces conventions : que a, 6, c, . . . , designant des 
nombres distincts^ les lettres Apuissent entrer dans un mime groupe cha- 
cunejusqu'a afois^ les lettres B chacune jusqiL a bfois^ les lettres C chcu:une 
jusqua c fois^ . . . , et que deux groupes^ qui ne diffireraient que par 
Vordre des lettres y soient regardis comme identiques. 

83. Quel est le nombre de ces combinaisons? Cest le problfeme 
qu'il faudrait savoir r^soudre pour repondre aux questions suivantes : 

Si Von regarde comme du premier degre cha^ue facteur premier supi- 
rieur a Vunitiy combien un nombre quelconque admet-il de diviseurs du 
degri n ? 

Combien un polyndme quelconque ^ entier en x et de degre m, admet-il 
de diviseurs du degri /i? 

De combien de maniires peut-on obtenir la somme n -{- m par lejet 
des m dis 

sachant que les dis k ont chacun a -f- 1 faces marquies i, a, 3,..., a 4- 1; 
les dis B, chacun 64-1 faces marquies 1 , a, 3, . . . , fe 4- i ; les dis C, 
chacun c 4- i faces marquies i , a, 3, . . . , c -I- i ; e/ que les nombres a, 6, 
c, . . . sont tous diffirents ? 

Pour peu qu*on y reflechisse, on voit que c'est le nombre des combi- 
naisons generates qui repond a cbacune de ces questions. 

§ II. — Calcul du nombre des combinaisons ginirales. 

84. II est evident que le nombre cbercbe n'est autre chose que le 
nombre des solutions de Tequation indetermin^e k m inconnues 

A| -+- Aj 4- . . . -f-Ac -f- Bi -f- Bj -4- . . . -f" Bp -f- Ci •+- Ci -h ..."+- Cy "+-••• =^ /*> 

dans laquelle les lettres A peuvent prendre les valeurs o» i, 2, .... a; 
les lettres B» les valeurs o, 1,2,..., 6; les lettres C, les valeurs o, i, 
2f...y c; . . . ; les nombres a^ by c^... ^tant tous differents. 

Jnn, de Vie. Normaie, a* SM: Tome V. « Join 1876. ^5 
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85. II est UD cas oil le nomhre des solutions de cette Equation 8*ob- 
tioDt immediatemeDt, c'est lorsqu'il n'y entre que des inconnues d'une 
seule espece, que des lettres A par exemple. Dans ce cas, en efiett 
I'equation consider^e se reduit a Tequation indelermin^e donnee par 
nous au n° 3, et dont le nombre des solutions estegal au uombre des 
combinaisons reguli^res. Ce cas ne doit pas nous arreter : c'est dans 
toute sa g^neralit^ que nous devons nous proposer de resoudre Tequa- 
tion indeterminee du n^ 84. 

86. Le moyen le plus simple consiste a la ranoener a d'autres, pre- 
sentant un nombre moindre d'inconnues : c*est ce qu'on pent faire a 
Taide du theorfeme que voici : 

87. Tn^ORiME. — Le nombre des solutions de Vdqualion inditerminee 

oil X peut prendre les valeurs o, i, 2y...y a, est la somme des nombres de 
solutions des a + i equations inddterwinees 



J 4- 3 4- . . . = n, 
jr-h z -h. . . = n— I, 

» 

dans lesquelles j, z, . . . peuvent prendre les nUmes valeurs que dans la 
proposee. 

Ce theoreme, qui est fondamental, nous semble n'avoir pas besoin de 
demonstration. 

88. Remarque. — A I'aide de ce theoreme, on ramenera notre equa- 
tion indeterminee du n^ 84, laquelle presentem inconnues, a d*autres 
n'en ayant plus chacune que m — i; celles-ci a de nouvelles, n*en 
ayant plus que m — 2, et ainsi de suite, jusqu'a ce qu'on arrive a des 
equations a une inconnue admeltant chacune une ou zero solution. 

89. Remarque. — Le procede qui precede est simple, en tbeorie; 
mais,dans la pratique, lorsque le nombre des inconnues n'est pas trhs- 
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petit, il devient extrdmemeot long, et presque illusoire. II est un cas, 
unique heureusement, oil nous ne voyons nul moyen de le sinoplifier : 
c'est celui oil il n'y a qu'une seule lettre A, qu'une seule letire B, 
qu'une seule lettre C, en un mot qu'une seule lettre de chaque espece. 
Mais, dans tous les autres cas, on pent, par la consideration des combi- 
naisons regulieres, obtenir un mode de calcul notablement moins long. 

§ III. -— Simplification du calcul. 

90. TntoRi^ME. — Si ton donne aux lettres a, p, 7, . . ., a, fe, c, . . . 
Uurs significations du n^ 82, et que I' on designe par n^t np n^, . ,. des 
indeterminees y pouvant prendre : ng^ I'urie quelconque des valeurs 
o, 1, 2,. . ., aa; n^ I'une quelconque des y^leixrs o, 1,2, ..., ^b;n^l'une 
quelconque des valeurs o, 1, 2, ..., yc,...; le nomhre des combinai- 
sons gen&ales de m lettres f n a n^ est donni par V expression 

le signe \ s^itendant a tous les termes qiion ohtient en remplagant les in- 
dices /la, n^f /i^, . . . par les solutions de Viquation inddterminie 

/!« -f- n^ -f- /i^ -1- . • . = n. 

En efiet, considerons Tune quelconque des combinaisons generates; 
soient /la le nombre des lettres A, n^ le nombre des lettres B» n^ le 
nombre des lettre C, ... qu'elle renferme : on a ^videmment 

/la -4- Hp -f- /ly 4- • • • = H, 

et il est clair que n^ est Tun des nombres 0,1,2, ...,sx,a\ n^ Tun des 
nombres 0,1,2, ... j36; /ly Tun des nombres 0,1,2, ..., 7c; .... 

Cela pose, les lettres A forment une combinaison regulifere d'ordre a, 
de a lettres, /la ^ '^a ; l^s lettres B, une combinaison reguliere d'ordre 6, 
de |3 lettres, n^ a np; de meme pour les lettres C, et ainsi de suite. Si 
done on prend toutes les combinaisons generates contenant n^ lettres A, 
np lettres B, n^ lettres C, ...9 c'est-a-dire toutes les combinaisons gene- 
rates qui correspondent a une certaine solution de I'equation indeter- 
minee de Tenoned acluel, le nombre de ces combinaisons est 6gal au 

produit 

(A,/i.)a(?, n?)»(y, n^)c 

25. 
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Le Dombre total des combinaisons g^nerales est done la somme de 
tous les produits analogues, ce qui demontre le theoreme. 

91. Rigle. — Ainsiy pour obtenir le nombre des combinaisons g6- 
nerales, il faut d'abord cbercher les solutions de T^quation 

ensuite calculer le produit correspondant k chacune d'elles, ce qui est 
facile d'apres ce qui precede; enfin faire la somme de tous ces produits. 

92. Remarque. — Le problfeme que nous ^tudions nous conduisait 
d'abord (n^ 84) k resoudre I'equation ind^termin^e 

A I -f- Aa -f- . . . -f- A. -f- B I -+• B2 -f- ...-+• Bp •+- Ci -f- C2 -+-••• -f- C y"+" • • • ^= 1. 

Par la coosid^ration des combinaisons r^gulieres, le theoreme du n® 90 
le reduit a la resolution de Tequation indetermin^e 

/la -f- /Ip -h W-y *^ •••""• '^^ 

C'esty sauf daus le cas exceptionnel signal^ plus haut (n^ 89), une 
grande simplification, car la premiere de ces deux equations indeter- 
minees renferme bcaucoup plus d'inconnues que la seconde : dans 
celle-ci, en efiet, ce nombre est £gal a celui desespfeces A, B, G, ... de 
lettres, et, dans celle-Ia, il est ^gal a celui des lettres elles-mSmes. 

Supposons, par exemple, qu'on ait vingt-deux lettres distinctes, sa- 
voir: quatre lettres A, cinq lettres B, six lettres C, sept lettres D. La 
premiere melbode conduit a une equation indeterminee a vingt-deux 
inconnues; la methode actuelle, a une equation indeterminee dont le 
nombre des inconnues est de quatre seulement. 

93. Remarque. — Le theoreme precedent (n® 90) est tout k fait g6- 
n^ral. II s'applique parfaitement au cas oil il n'y a qu*une lettre A, 
qu'une lettre B, qu'une lettre C, ..., c*est-a-dire au cas exceptionnel 
signale plusieurs fois deja; seulement, comme on Ta dit, il n*apporte 
alors aucune simplification a la premiere methode, ce qui est evident, 
puisque, dans ce cas, les deux equations indetermin^es deviennent 
identiques. 
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94. Remarque. — Si Tun des nombres a^ b^ c, ... devient egal k 
I'unite ou a n, Ic Dombre des combiDaisons r^guliferes correspondant 
devient un nombre de combinaisons simples ou de combiDaisons com- 
pletes. G'est, pour ce cas particulier, une nouvelle simplification. 

95. Remarque. — II est un cas remarquable oil le 2 du theoreme du 
n^ 90 se peut imm^diatement developper : c'est celui oil il n'y a que 
deux sortes de lettres, des lettres A, des lettres B. Si, dans ce cas, nous 
donnons aux lettres m, /i, a, p, a et 6 les memes significations que 
dans la definition du n^ 82, le nombre des combinaisons generates de 
ces m lettres, n a n, est egal a Texpression 

(a, n^«-f- (a, n — i)«((3, i)* -1- (a, /i — a)a((3, 2)a-+-...-4- (a, i)«((3,n — i)a4- ((3, n]k. 

Gette formule, que nous tirons du th^orfeme general du n^ 90, pour- 
rait d'ailleursse demontrer directement. 

96. Remarque. ~ II se pr^senteiin cas tout ^ fait analogue dans le 
calcul des combinaisons g^nerales de trois esp^ces de lettres : c*est 
lorsque, dans Tune de ces trois esp^ces, il n'existe qu'une lettre 
unique. 

Supposons, en effet, qu'on nous donne une lettre unique A en meme 
temps que |3 lettres B et y lettres C; que la lettre A puisse Stre repetee 
jusqu'a a fois, chaque lettre B jusqu*a h fois, chaque lettre G jusqu'a 
c fois, et qu'on nous demande le nombre des combinaisons generales 
ainsi d^terminees de toutes ces lettres /i a /i. 

Pour obtenir ce nombre, la premiere chose k faire, d'apres la regie 
precedente (91 ), sera de former toutes les solutions possibles de I'equa- 
tion ind^terminee 

/ii -+- /ip 4- n^ = n, 

dans laquelle /i| peut prendre Tune quelconque des valeurs o, 1,3, 
3,..., a; Tip Tune quelconque des valeurs o, i, 2, 3,..., pb\n^V\MXQ 
quelconque des valeurs o, i, 2, 3,..., yc. 

A chacune des solutions obtenues correspond un produit de trois 
nombres de combinaisons r^gulieres. La somme de tous ces produits 
donne, commeon ravu,le nombre des combinaisons generales cherche. 
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Mais, dans Tun quelconque de ces produits, le nombre de combinai- 
SODS regulibres constituant le premier factetir est toujours £gal ^ 
I'unite, car il est le nombre des combinaisons reguliferes d'une sevle 
lettre. II en rSsulte immediatement que leproduit consid^r^ n'a plus, k 
proprement parler, pour facteurs que les deux derniers nombres de com- 
binaisons r^guliferes et qu*on est ramen^ aux combinaisons g^n^rales 
de deux espfeces de lettres. 

On pouvait, a priori ^ apercevoir cette simplification. Imaginons, en 
efiet, qu'on ait form^ toutes les combinaisons generates dont nous cher- 
chons presentement le nombre. Celles qui ne conliennent pas A sont 
les combinaisons generates n^ n des lettres B et des lettres G; celles 
qui contiennent une fois A deviennent, par la suppression de cette 
lettre, les combinaisons generates /i — i a n — i des lettres B et des 
lettres C; celles qui contiennent deux fois A deviennent, par la suppres- 
sion de ces deux A, les combinaisons generates n— 2201—2 des let- 
tres B et des lettres G, et ainsi de suite. En definitive, pour obtenir le 
nombre cbercbe, it suifit de considerer les lettres B et les lettres G; de 
calculcrle nombre de leurs combinaisons generates /la n, le nombre 
de leurs combinaisons generates n — i k /i — i , le nombre de leurs com- 
binaisons generates /i — 2 a /i — 3,... et de faire la somme de tous ces 
nombres. 
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U LOI DES PROPORTIONS MULTIPLES, 
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L'eclat de la lutte si courtoise qui s*^lablit au commencement de ce 
siecle cntre deux grands chimistes, Berthollet et Proust, a tellement 
frappe Tesprit des hommes de ma generation qu'il semble encore au- 
jourd*hui qu'ils y aient assiste. Les leQons de nos veneres maitres, 
M.ChevreuI et M.Dumas, nousont fait connaitre cettebrillante epoque 
de la Science moderne avec de tels details que Tetablissement de la loi 
des proportions definies, de la loi de Proust, est considere, par tons 
ceux qui cnseignent la Chimieycomme un des meilleursmodeles k ofTrir 
a la jeunesse quand on veut lui apprendre la logique de la Science (^). 
La demonstration de la loi des equivalents n'est pas moins instructive, 
et, a ce sujet, je me permettrai d'indiquer aux professeurs la lecture 
d'un livre trop neglige aujourd*4iui par leurs eleves, et qui, pourtant, 
au moins en ce qui concerne les principes fondamentauxde la Science, 
n'a pas encore vieilli, le grand ouvrage de Berzelius. II est impos- 
sible, quand on est penetre de Timportance de ses travaux, de ne pas 
lire avec emotion tout ce que Berzelius a ecrit, dans son quatrleme vo- 
lume, sur les proportions chimiques. La modestie avec iaquelle il pre- 
sente sa decouverte, la justice qu*il rend k ses devanciers et a ses con- 
temporains, la crainte qu'il eprouve bien a tort de voir ses deux mille 
analyses, bases de sa theorie, critiquees par ceux qui modifieront ses 



(') Si, k cette Epoque, les chimistes avaient mieux connu les m^morables travaux de 
Wenzel, ils auraient vu que la loi des proportions d6finies en est une consequence n^- 
cessaire. 
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metbodes, tout dans ce Chapitre peut Stre offert comme la roeilleure 
leQon de moralite scientifique. 

Je Qe crois pas qu'oa puisse eprouver la meme impression quand on 
etudie dans Thistoire la decouverte de la loi des proportions multiples. 
Pour abreger, je supposerai le lecteur au courant de ce qui en a ete dit 
dans un livre classique, la Pkilosophie chimique de M. Dumas, ou j'ai 
puise I'idee du travail qui fait Tobjet de cettc premiere Communica- 
tion, etje discuterai quelques-unes des bases sur lesquellesDalton a ap- 
puye le monument qui porte son nom. Voici ce que disait Berzelius en 
faisant Tbistorique des grandes decouvertes du commencement de ce 
siecle et en parlant de Touvrage d'Higgins sur les atomes : 

c Cependant Higgins lui-meme parut attacher peu d'importance k 
cette hypotbfese, dont il ne chercha a demontrer la verite par aucune 
experience analytique; il ne pressentit pas meme les proportions mul- 
tiples, qui en sont la consequence necessaire. » 

Cest cette consequence necessaire qu'il reconnait plus loin avoir 6le 
tiree par Dalton de Thypothese des atomes. 

L'opinion de Berzelius a prevalu jusqu'k nos jours et on peut le con- 
stater en lisant dans le Traitd de Chimie modeme[^) de M. Wurtz les 
lignes suivanles : 

c Esprit eleve, Dalton ne s'arreta pas aux faits, mais cbercha a en 
rendre compte par une conception tbeorique. Reprenant I'id^e de Leu- 
cippe et le mot d'Epicure, il supposa que la matibre ^tait formee de 
particules indivisibles qu'il nomma atomes.... 

> En efTet, si la combinaison entre les corps r^sulte de la juxtapo- 
sition de leurs atomes, ceux-ci etant consideres comme indivisibles et 
comme possedant un poids invariable pour cbaque espece de mati^re, 
il est clair que les combinaisons ne pcuvent s'effectuer qu'en des pro- 
portions deQnies, car les proportions definies repr^sentent les rapports 
invariables entre les poids des atomes quise juxtaposent. Si, d'un autre 
cdle, un corps peut se combiner avec un autre en plusieurs proportions, 
de tellcs combinaisons ne peuvent s'effectuer que par la juxtaposition 
de I, de 2, de 3, de 4» • • • atomes de Tun des corps a un ou plusieurs 



(' ) Traite iie Chimie, t. I, p. 492; 1847. 
(') Masson et fils; Paris, 1867. 
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atomes de Tautre. II en r^sulte ^videmment que> le poids de ce dernier 
6tant constant, les poids de I'autre, dans les diverses combinaisons, 
doivent etre multiples I'un de I'autre. > 

Ainsi Tatome est une portion indivisible de la matiere, il est insecable 
et defini par cette propriete elle-meme et par cette propriete scule. La 
loides proportions definies, la loi des proportions multiples peuvent- 
elles enresulter ndcessairement, comme le ditBerzelius, ou di^idemment, 
comme le dit M. Wurtz? Non. II y a la, k mon sens, une faute de lo- 
gique importante, faute centre laquelle je premunis mes eleves depuis 
bien des annees et sur laquelle j'appelle avec instance Tattention des 
professeurs. 

De ce que I'atome est insecable, il en resulte seulement que les com- 
binaisons ne peuvent s'efiectuer qu'entre des nombres entiers d'atomes. 
Ainsi le protoxyde de fer pent etre forme de 999 atomes de fer et de 
1000 atomes d*oxygene, et I'atome restera insecable : par consequent 
I'hypothese sera respectee ; mais la loi des proportions definies ne re- 
sultera plus de cette hypotbese ou, ce qui revient au meme, elle ne 
pourra plus Stre demontree par I'experience, et I'analyse deviendra im- 
puissante pour la confirmer. 

De mSme le sesquioxyde de fer, tout en restant fidele a I'hypothese des 
atomes, pent etre suppose contenir deux fois 1000 atomes de fer et 
trois fois 998 (^) atomes d'oxyg^ne; mais la loi des proportions mul- 
tiples ne sera plus vraie ou, ce qui revient au meme, echappera k 
toute demonstration. 

En tout cas elle ne sera pas la consequence ndcessaire ou evidente 
de I'hypothese des atomes. Ainsi, je le repute, il resulte feidement de 
rhypoth^se des atomes que les combinaisons ne pourront s'efTectuer 
qu'en nombres entiers d'atomes, et ces nombres pourront etre aussi 
compliques qu'on voudra. II en resulte que la loi des proportions mul- 
tiples ne pent etre etablie que par des analyses severement contr61ees 
et des determinations aussi exactes que celles dont on se sert pour 
fixer les Equivalents des corps simples. 

M. Dumas a ecrit, avec raison, dans sa Philosopfue chinuque (p. 233), 
les lignes suivantes : 

(*) Ou tout autre nombre entier et voisin de celui-d. 

Atm* de VAe. Normale. a* S^rie. Tome V. — Jum 1876. 2,6 
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c La facility avec laquelle tous les ph^nom^nes de Tanalyse quanti- 
tative ontete expliques ou prevus,en partant du priacipe de I'existence 
desatomes, a fait adopter generalement les vuesdeDalton; maislabase 
meme de ces vues n'a point ete demontree. Quelques personnes ont 
Youlu, il estvrai, presenter les ph^nombaes cbimiques comme offrant, 
a leur tour, une demonstration de la r6alit6 des atomes. Cetait faire 
un cercle vicieux, et leur argumentation est rest^e sans autorit^. i 

Dalton lui-meme n'a pas fait ce cercle vicieux, mais il a tird de son 
principe une conclusion qui ne s'y trouve pas. 

Il aurait du admettre deux axiomes ou hypotheses : 

1^ Les corps sont composes d*atomes ou particules insecables; 

2° Les combinaisons s'effectuent entre des atomes associ^s en 
nombres simples (entiers et petits). Cest de ces deux hypotheses que 
resulte seulement la loi des proportions multiples. 

C^tait, en effet, la conviction de Dalton que les rapports entre les 
nombres d'atomes dans une combinaison ne pouvaient 4tre exprim^s 
que par les nombres i , 2, 3, 4- H ^ bien mis des points k la suite du nom- 
bre 4 dans sa Philosophie chimique; mais, si Ton examine attentivement 
les figures au moyen desquelles il indiquait alors, comme on le fait 
aujourd*hui, la disposition des atomes, on voit qu'il ne d^passe 
jamais ce nombre4. 

G'est aussi cette opinion erron^e qui luia valu,de la part deBerzeliuSt 
un reproche bien grave. Berzelius 6crit, en effet, a la page 49^ du 4* vo- 
lume de son Traite de Chimie : 

c Dalton suppose que les atomes elementaires se combinent de pre- 
ference una un , et toutes les fois que nous ne connaissons qu'une seule 
combinaison de deux substances il la considere comme compos^e d'un 
atome de chacune; y en a-t-il plusieurs, il considere la premiere comme 
composee, par exemple, de A + B, la seconde de A + 2B, la troisi^me 
de A + 3B, etc. Dans son Nouveau systeme de Chimie^ Dalton examine 
les corps oxyd6s, et il indiquc le nombre d'atomes qu'il suppose y Stre 
contenus. II parait cependant que, dans ce travail, ce savant distingud 
s'est trop peu appuye sur I'experience, et peut-etre n'a-t-il pasagi avec 
assez de discernement en appliquant la nouvelle hypoth^se au systeme 
de la Chimie. II m*a semble que, dans le petit nombre d'analyses qu'il 
a publiees, on pouvait quelquefois s'apercevoir du desir de I'op^rateur 
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d'oblenir un resultat preconcu, ce dont on ne peut trop se garden lors- 
qu'oncherchedes preuvespourou conlre une tlieorie dont onestpreoc- 
cupe. » 

Et cependant Berzelius ne pouvait elre accuse d'obeir a un sentiment 
malveillant au sujet de Dalton. C'est a Berzelius que Dalton doit I'hon- 
neur d'avoir son nom attache a la loi des proportions niulliples. Cette 
loi aurait pu etre et peut etre avee quelque justice altribuee a Wol- 
laston. C'esl, en efTet, dans I'analyse des divers oxalates de potasse que 
Ton trouvela premiere preuve incontestahle de la realite des propor- 
tions multiples. Berzelius, persuade que la loi de Dalton est la conse- 
quence necessaire de I'liypotlitise des alomes, mentionne un peu brieve- 
ment le travail de WoHaston; niais M.Dumas, dans ss^ Philosophic 
chimique, lui rend completement justice. 

Les notions vagues, incompletes et toujours appuyees sur des expc- 
riences inexactes que Dalton a souvent introduites dans la Science 
trouvent la preuve de leur imperfection meme dans les lermes dont il 
s'est servi. 

Ainsi le mol proportion, qui, en Arithmetique, exprime I'egalite de 
deux fractions el par consequent I'intervention de quatre termes, aurait 
dii etre rempiace par le mot rapport, qui indique la comparaison par 

quotient de deux nombres seulement. Ainsi le rapport -i qui ex- 
prime les quantites d'oxygeoe contenues dans le protoxyde d'azote et 
dans le bioxyde d'azote, est seul a considerer quand on etablit les rela- 
tions qui existent enlre les quaiUites d'oxgene combinees avec une 
meme quanlite d'azote, pour conslater que la loi que Ton veut etablir 
est reellement applicable a ces deux cspiices. 

De meme le mot multiple est trcs-mal clioisi. C'est UQ qualificatif qui 
ne peut seseparer des termes que I 'on veut comparer. Ainsi Tonne peut 
dire un nombre multiple tout court, on doit dire un nombre multiple 
d'un autre par un Iroisieme, et le troisieme nombre est le resultat de la 
comparaison des deux premiers entre eux. A plus forte raison ne peul- 
on dire un rapport multiple et encore moins une proportion multiple. 
Ce qu'a voulu dire Dalton s'exprime seulement par le mot simple, un 
rapport simple exprimant le quotient d'une fraction reduite a sa plus 
simple expression et dont les deux termes sont des nombres entiers et 
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petits. Sa loi aurait du s'appeler la loi des rapports singles. Ainsi 
exprim^e, on aurait vu de suite qu'elle n'etait pas la consequence n^ces- 
saire de Thypothfese des atomes ou des particules insecables. 

Quedevientaujourd'hui cette hypothese des atonies devant la com- 
plication des formules ou des rapports de composition des dl^ments 
dans les corps organises, organiques, etc.? Certainement Dalton aurait 
h^sit^ k ^noncer sa loi s'il avait su qu'elle devait s'appliquer un jour en 
termes si nombreux et si complexes, et il ferait aux chimistes de notre 
epoque la meme objection qu'il faisait a Gay-Lussac lorsqu'il refusait d'ad- 
mettre la loi des volumes, qui est la seule base serieuse de la th^orie ato- 
mique. Peut-etre aurait-il prefere I'bypothbsede Kant, celle qui se prSte 
le mieux, il me semble, aux progr^s considerables que la Mecanique de 
la chaleur a fait faire a nos conceptions relatives k la matibre en Phy- 
sique et en Chimie. Ce sera le sujet d'une prochaine discussion. 




APERQU GI50L0CIQIIE 

SUR L'lLE DE COS, 

PxR M. GORGEIX, 

ANCIBN KEMBBE DB L'^COLB FBXngAISE d'ATHENES. 



L'ile de Cos, sar laquelle j'ai deja appele I'altention dans une Com- 
municalioQ faile a TAcademie des Sciences el dans une lettre adressee 
a M. Delesse,|iresente, au point de vue geologique, un interel tout 
ticulier. Kile renferme, en effel, dans une petite etendue, une serie de 
rocbes volcaaiques, de terrains metamorphiques et surtout de forma- 
tions tertiaires doat les horizons geologiques, etant determines, peu- 
vent servir de point de comparaisoii pour i'elude de la cote voisine 
d'Asie Mineure et de certaines des Sporades, dont deux, surtout, Chio 
et Rhodes, ont avec elle une grande analogie de constitution. Des cir- 
constances parliculleres ne me permctlant pas de consacrer mainte- 
nant a ce sujet le temps necessaire pour le traiter avcc tons les details 
qu'il merite, je me contenterai ici de resumer les documents recueillis 
pendant les excursions que j'ai faites dans cetteile aux mois de mars et 
decemfare de I'annee 1873. 

M. Tournouer a bien voulu s'occuper de I'elude des fossiles recolles 
par moi pendant ces voyages; je le prie de vouloir bien agreer mes sin- 
ceres remercimenls pour son concours si obligeant et si eclaire ('). 

L'ile de Cos(i'/. /) est comprise entre 36''4o'et 36° 55' de longitude et 
a4''33' et 25''23' de latitude ; un canal trfes-etroil la sopare de la pres- 
qu'ilc de Boudroum, ou un simple coup d'oeil sutTit pour faire recon- 
Daitre, de part et d'autre du canal, ['existence des memes roches et de 
terrains de meme nature. Sa forme est celle d'une langue elroite 
n'ayant pas plus de 6 kilometres dans sa plus grande largeur. Les 

(') Le travail de H. Tournouer eera public daos co m£mo volume. ^ 
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deux extr^mites, oil se trouvent les points culminants de Tile, sont 
reliees par un isthme peu eleve au-dessus du niveau de la mer; la 
partie ouest, beaucoup moins considerable que Tautre, figure comme la 
tele de Tile, forme qu'on retrouve indiquee dans le nom de Kiphalos ap- 
plique au village qu'on y rencontre et k un petit cap qui la termine. 

Formations secondaires mitamorphiques ( * ) . 

- Les formations secondaires metamorphiques constituent, dans les 
deux parties est et ouest, comme les noyaux autour desquels sont venus 
se grouper les depots tertiaires; mais elles jouent^surtoutdans la region 
de KephaloSy un role bien moins important que celui qui leur est attribud 
sur la carte geologique de I'Asie Mineure qui accompagne Touvrage du 
comte de Tchihatcheff. 

Autour du village de Eephalos, elles sont simplement representees 
par un massif de calcaire cristallin, sans fossiles, formanten partie le 
mont Zeni, et par quelques lambeaux de ce mSme calcaire qui, k i ki- 
lometre au nord du village, servent de points de depart aux deux prin- 
cipaux ravins descendant vers la mer. 

Dans la partie orientate, les calcaires cristallins et les schistes qui les 

(*) M. Gorceix, inform^ qu'un gtologue autrichien, M. Neumayr {Ferhandlungen der k, il 
geoL Reichsanstalt ; Wien, 1875), ne consid^rait pas les calcaires metamorphiques d» Cm 
comme ^tant secondaires, donne k ce sujet les explications suivantes dans une lettre en 
date du 8 f^vrier 1876, adress^e a M. Delesse : 

« Selon Tusage, j'ai rapports k T^poque secondairela s^rie des calcaires metamorphiques 
qui sont intermedial res entre les marbres proprement dits et les calcaires non modifies, ii ni- 
distes, qui ont ^\A etudids dans TAttique ot dans la B^otie. 

» Gette formation, tr^s-abondante dans la Gr^ce, dans certaines ties des Cyclades et des 
Sporades, se retrouve encore en Thessalie. Aucun fossile n'ayant jusqu'^ present ^t^ deoou- 
vert dans cctte grande sdrie calcaire, Thorizon geologique auquel elle appartient est loin 
d'etre fixe d'une maniere positive. 

i> Outre ces calcaires cristallins, il en existe d*autres en Orient qui sont intercaies dans des 
micaschistes passant quelquefois au gneiss, comme je Tai observe k Andres, et qui sont d'un 
Age plus ancien. Les calcaires metamorphiques de Cos doivent-ils etre tous places dans cette 
derniere categoric? Je ne le crois pas. Sur le versant oriental de I'tle on trouve, il est vrai, 
des calcaires subordonnes k des schistes argileux ; mais ces roches ont ete bouleversees par 
des eruptions trachytiques, traversees par des eaux minerales et soumises k des actions me- 
tamorphiques dont les effets se font encore sentir, et il ne m'a pas paru que, par cela seul 
que ces calcaires sont sous des schistes, il y eiit une raison suffisante pour reculer leur Age 
an deUi de repoque secondaire. 



Id 
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accompagnent ont plus d'eteodue; ils forment une chainc conllnue 
courant a peu pres de I'estao degres nord veral'ouestSodegrcs sud, du 
cap Foukas jusqu'au village de Pylli, ieurs exirLmiles etant Jalonnees 
par les monls Piperia el du prophele Elias qui forment les deux pics les 
pluselevesdecetle petite chaine. Coupees presque partouta picdu tote 
sud ct ne laissant aucune plage entre elles et la mer, ces roelies forment 
au nord uneseriedecollines.apentesrapides.d'oiipartenldenombreux 
ravins descendant a la mer it travers les depots terliaires. Ces derniers 
terrains constituent la plusgrandcparliedeceversant, separe duvallon 
de Pylli par un petit chainon de calcaire crjstailin qui arrive presque 
jusqu'ala plage. 

Les calcaires cristallins sont brises et disloques ; [eur fades est le meme 
que celui de la plupart des roclies calcaires mclamorpliiques qui, en 
Grece et dans cerlaines parties de la Turquie, forment la partie sup6- 
rieure d'un grand uombre decbaines de montagoes. Lescoucliessont en 
general relevees de 45 degres vers le sud-est ; mais, en outre, il existe 
d'autres dislocations, dues ii des epancbements de roches volcaniques, 
dont I'apparitioQ est posterieure au soulevement principal. Les scbistes 
ont He surtoul profondement alteres, soit par les roches volcaniques 
clles-memes, soit sous I'influence des agents gazeux et liquides qui ont 
accompagne les eruptions et dont Taction se continue de nos jours. 

Les scliistes devcnus fissiles, ardoisiers, au contact des tracbytes, ont 
subi ensuite une alteration plus profonde sous Taction de Tacide sul- 
furique provenant de la combustion de Thydrogfene sulfure qui existe 
en quantite considerable dans les emanations gazeuses qu'on rencontre 
frequemment dans Tile. Les rocbes volcaniques elles-memes sont pro- 
fondement alterees et les eaux de pluie entrainent des proportions con- 
siderables de sulfate d'aluminc ct de soude qui reudent impotables 
toutes les eaux d'une partie de ce versanl. 

De minces couches de calcaire intercalees dans les schislcs out ete 
transformecs en sulfate de chaux qui a pu cristalliser et qui forme de 
petits depots de gypse au milieu des argiles. 

A ces agents on doit joindre les eaux minerales de Kokkina-nera et 
celles du bord de la mer, au pied des inonts Piperia et du propiiele Elias. 
Les premieres sont froides, ferrugineuses et laissenl deposer un tra- 
vertin formantdes couches epaissesau tour de leur point dedegagement; 
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les secondes, moins incrustantes et k peine ferrugineuses, sontsurtout 
riches en chlorure de sodium, et leur temperature etait de 5^ degr^s aa 
mois de decembre, bien qu'elles fussent melangees d'une quantite no« 
table d'eau de piuie. 

Roches vokaniques. 

Les roches volcaniques ont une importance plus grande que les 
calcaires et les schistes dont nous venons de parler. 

Leur apparition est posterieure k toutes les formations tertiaires de 
Tile, mais peut etre rapportee a deux epoques diflerentes. A la pre-^ 
miere, la plus ancienne, appartiendraient les trachytes compactes ou 
terreux qui, associes aux roches precedentes, ferment la chaine des 
monts Piperia et du prophete Elias, oil elles se montrent tantdt en 
nappes, au milieu des feuillets des schistes, tantdt en amas qui ont tra- 
verse toutes les couches calcaires et constituent un pic qui, prfes da 
> montElias, depasse 700 mMres de hauteur. 

Les elements rhineralogiques de ces trachytes sont rarement visibles 
a Tceil nu, et Fetude microscopique de quelques-uns montre combien ils 
ont ete alt^res. Aupr^s de I'eglise Saint-Georges un amas renferme des 
cristaux tr^s-volumineux de feldspath orthose; autour du point de d6- 
gagement des eaux minerales de Kokkina-nera, ils contiennent des 
noyaux amygdalaires de carbonate de chaux. A cette meme formation 
se rapporteraient quelques amas de trachytes que Ton rencontre aupr^s 
de Tancienne solfatare de Kephalos; mais en general, dans cette region, 
les roches volcaniques appartiennent a une epoque plus recente et con- 
temporaine de la grande eruption a laquelle est due la formation de Tile 
de Nisyros et de quelques ilots voisins. Leur aspect est tout k fait dif- 
ferent des trachytes de la chaine principals leur alteration est beau- 
coup moins grande et elles ont la plus grande ressemblance avec cer- 
laines roches de Hyali ou de Nisyros. Ce sont ou des obsidiennes ou des 
laves se rapprochant de la ponce ; certaines d'entre elles sont formees 
par des fragments de veritable obsidienne, reunis k de gros nodules 
spheroidaux de perlite. 

Le mode de gisement de ces roches est aussi caract^ristique; elles 
ont forme plusieurs cdnes tronques a pentes rapides dont le sommet 
est occupe par de petits plateaux sans depression sensible; sur le flanc 
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ouest de Tun d*eux, aux trois quarts de sa hauteur, on retrouve encore 
UQ veritable cratere de 3oo metres de diametre, dont les abords» au 
nord, au sud eta Test, ont pres de 100 metres d'allitude, presentant^ 
i'ouest une echancrure par oil les laves ont pu s'epancher sans pourtant 
former des coulees considerables; elles ont rencontre des marnes ter- 
tiaires d'eau douce qu'elles ont soulevees et brisees, mais leur action 
m^tamorphique a eu pen d'energie et a cesse a une faible distance du 
point de contact. Ges eruptions ont ete accompagnees de projections de 
blocs de lave qu'on retrouve dissemines sur la surface du sol toutautour 
des centres eruptifs, et» si des emanations gazeuses se sont montrees 
pendant leur cours, elles n'ont eu qu'une tres-courte duree, car on ne 
trouve nulle part trace des alterations produites par de semblables de- 
gagements. A la premiere periode Eruptive se rattacherait I'apparition 
des trachytes de Boudroum et probablement celle d'un grand nombrede 
roches de meme nature que Ton rencontre frequemment dans les pro- 
vinces voisines de I'Asie Mineure. 

La seconde periode aurait ete close par I'eruption de Nisyros, ile 
dont Tapparition serait plus recente que celle de Cos; c'est d'ailleurs 
confirme par une legende, d'apr^s laquelle les auteurs anciens attri- 
buent sa formation a un bloc de rocher detache de Cos et sous lequel 
Posidon ^crasa le geant Polybathis. 

Formations tertiaires. 

Les terrains tertiaires, lacustres et marins, s'etendent du bord de la 
mer jusqu'aux roches secondaires et volcaniques sur lesquelles ils 
s'appuient, atteignant des hauteurs de 3oo k 4oo metres. Ils occupent 
trois bassins communiquant entre eux et ne representant plus qu'une 
faible partie de leur etendue avant les derniers bouleversements qui 
ont separe Cos du continent asiatique. A Touest et sur Tisthme, entre 
Antimaki et Kephalos, ce groupe de terrains est partout reconvert 
d'une couche epaisse de conglomerats ponceux en lits horizontaux 
souvent fortement cimentes et contenant a la surface de gros blocs de 
lave; mais de nombreux ravins, qui traversent toutes les formations, 
en facilitent I'etude et permettent de suivre partout les couches repe- 
rees. Du village de Pylli a la ville de Khora, capitale de Cos, les parties 
basses sont cachees sous des cultures et des conglomerats modernes, les 
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affleuremenls aupresdes rochessecondairessontseulsvisibles.DeKhora 
au capFoukas, elies sont au contraire partoutk decouvert et conservent 
\xvk fades uniforme. Auprfes de ce cap, elies sont en relation avec des tufa 
volcaniques plu^ anciens que les congloni^rats ponceux horisontaux et 
correspondant a la premiere p6riode Eruptive. 

Determination de I'dge de ces terrains. — La determination de Vkge 
de ces terrains pent seulement 6tre faite» d'une maniere satisfaisante, it 
I'aide de I'etude des fossiles, et cette determination pr6sente» pour les 
terrains lacuslres» une difficulte provenant de la dissemblance existant 
entre la faune de Cos et celles ^tudiees en Orient, auxquelles il serait 
plus rationnel de la comparer. 

Dans toutes mes excursions en Grece et en Turquie, c'est seulement 
dans Tile d*£ub^e que j'ai rencontr^ quelques petits bassins d'eau douce, 
me semblant, a premiere vue, presenter quelques analogies avec les for* 
mations lacustres de Cos. Ces bassins, que jedesignerai sous lesnoms 
de Limni et de Messionda^ appartiendraient tout au plus au mSme bo* 
rizon geologique que ceux de Koumi et d'Oropos, consider^s comme 
certainement mioceniques, ce qui donnerait pour les formations de Cos 
une premiere limite inferieure; en' outre, d'apr^s I'etude des fossiles, 
M. Tournouer trouve une incontestable ressemblance entre la faune la- 
custre de Cos et celle de quelques d^pdts d'eau douce du bassin da 
Danube, particulierement de la Croatie et de TEscIavonie, places entre 
le miocene et le pliocene. Guide par ces considerations, je designerai 
par infra-plioceniques les depdts lacustres de Cos, acceptant d'avance les 
chaugements que I'etude plus complete des regions voisines pourrait 
apporter dans cette denomination. 

Depdts lacustres infra-pliocdniques. — Le bassin le plus important 
s'etend du cap Foukas jusqu'au village de Pylli, en contournant la base 
des monts Piperia etEremilti; ce sont des formations qui dessinent un 
premier etage de collines au-dessous de la chaine principale. Dans 
la partie orientale du cap Foukas a la pointe de Louro, la roche domi* 
nante est un calcaire marneux tres-friable, bourre de Paludines et de 
Melanopsides. Ces calcaires sont reconverts, comme I'indique la coupe I 
{PL II)y par des sables micaces oil je n'ai pas rencontr^ de fossiles; 
en s'enfoncant plus au sud dans I'int^rieur des terres, les sables de- 
viennent argileux et riches en fossiles. 
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tumineuse avec Planorbes et Limnees et renfermant quelques bancs de 
calcaire. La base de la formation est occupee encore ici par quelques 
lits peu importants d'argile. En suivant le bord de la mer, en plusieurs 
points oil le conglomerat a ele enleve, on voit afDeurer les marnes et 
calcaires marneux, qui prennent une plus grande importance au pied 
des cones volcaniques du monastere d*Hagios Joannis. 

G'est dans cette meme formation que je placerai les couches que Ton 
rencontre en suivant le sentier qui conduit de ce monastere au village 
deKephaios. Aux environs du mont Z^i, elles atteignent une certaine 
puissance et prennent un aspect metamorphique plus prononc^. Les fos- 
siles, comme dans les autres parties du bassiii, y sont tr^s-rares; mais» k 
leur defaut, les caracteres de stratigraphies leur nature et la continuity 
des couches me semblent suffisants pour les faire placer au meme niveau 
geologique que les formations observees pres du rivage de la mer. 

Formations pUoceniques marines. — Ces formations occupent, depuis 
le village de Pylli jusqu*a ceiui de Kephalos, Tisthme qui reunit les 
deux parlies orientale et occidentale de Tile et le plateau du village 
d'Antimaki. 

Vers la partie superieure on trouve une couche argilo-sabIeuse» con- 
tenant une quantite considerable de coquilles d'huitres [Ostrea lamel- 
losa?); elle s'etend dans tout le bassin, dans lequel elle forme un hori- 
zon facile a reperer. 

La situation des diverses couches desquelles nous parlous au-dessus 
des depots infra-plioceniques, leur stratification presque horizontale, 
la nature de leurs fossiles qui ont une grande ressemblance avec les es- 
pcces plioceniques de la Moree, sont des caracteres suQisants pour les 
placer dans le meme etage, sauf a determiner, par une etude plus com- 
plete, le niveau exact qu'elles doivent y occuper. 

Je prendrai pour premier exemple de la serie des couches de cette 
formation celles indiquees dans la coupe II {PL II) d'une colline k peu 
de distance du village de Cardamina, situe k une heure et demie au sud 
d'Antimaki. Au haut de la colline, on trouve d'abord un poudingue 
forme de ponce et de lave; au-dessus viennent des sables blanchatres 
micaces, qui passent au poudingue superieur et contiennent, au mi- 
lieu d'cux, des fragments de ponces, qui semblent devoir les faire placer 
dans un mince groupe post-pliocenique; ensuite on rencontre un con- 
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glomerat ou poudiDgue, representant la couclie supirieure k iiuitres, 
puis une serie de marnes argileuses et de caleaires marneux tres-riches 
en fossiles, reeouvrant des sables agglutines prenant ['aspect de gres. 

En remontant de ce point vers Antimaki, les marnes deviennent plus 
argileuses, tout en restant tpfes-fossiliferes. Non loin de I'^ncien cliateau- 
fort d'Antimaki, au fond d'un profond ravin, un lit d'argile noire avec 
Cardiums, Melanopsides, Nerilines, est superpose a une couche de li- 
gnite tourbeux de mauvaise qualite. 

Autour du village d'Antimaki la couche argilo-sableuse a Ostrea 
lameUosa? prend une puissance plus considerable; elle atleint une 
epaisseur de plusieurs metres et se continue jusqu'au col de Pylli. 

D'Antimaki a Kephalos la partie superieure de t'istlime est recou- 
verte par le conglomerat ponceux sur Iqtfuel on rencontre par places 
une couche de sable, formee entierenient par des grains de feldspath vi- 
treux; mais plus pres du rivage nord, dans une serie de ravins, appa- 
raissent tres-neltement les Tormations plioceniques. 

Le premier ravin , situe a une demi-heure ouest d'Antimaki a 
fourni la coupe III {PL JI); plus loin, dans une serie de trois ravins, 
on retrouve les memes couches oti les coquilles de mollusques formetit 
de veritables amas : tantdt ce sont des polypiers, des dentales; tanlot 
des bivalves, Venus, Cardium, etc., don ties debris se sont accu mules sur 
une plage oil les eaux etaient pen profoudes el tranquilles, et oil se trou- 
vaient reunies toutefl les conditions necessaipes a un developpement 
remarquable de toutes les especes de mollusques. On retrouve encore 
ici, au-dcs3ous de ces couches, des argiles avec traces de lignites et 
quelques fossiles d'eau douce. Plus loin les sables reprennent de I'im- 
portance, et ce sont eux qui termineot, du cote de Kephalos, I'elage 
pliocenique dont la partie superieure est encore representee par la 
couche a Ostrea. 

Le melange de mollusques d'eau douce k des espfecea marines et les 
variations do forme que leurs coquilles onl pu eprouver par suite des 
changements survenus dans le milieu oil ils \ivent ordinalrement est 
Tune des questions les plus interessantes que presenle I'etude de la 
faune de Cos. Dejii en 1847. E. Forbes, dans un travail sur les mol- 
lusques de la mer Egee, a signalc cette remarquable circonstance et en 
a fait I'objet d'une Notice particullere. 
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Gette 6tude est surtout facile k suivre au point oil la coupe lY (PL B) 
a k\k prise etque je designe sous le nom de colPylU^ passage en pente 
rapide, traverse par ia route qui monte du vallon de Pylli au plateau 
d'Antimaki. 

Des conglomerats ponceuxet des sables micacis, renfermant quelques 
debris de ponce a leur partie superieure, occupent le sommet de la col< 
line qui domine la roule; les couches qui viennent au-dessous sont re- 
levees de quelques degres vers Test et compos^es de graviers, de maraea 
et de sables sans fossiles; elles recouvrent iine couche puissante de 
marnes argileuses avec huitreSi cardiums, etc. 

A cette couche sup^rieure, de formation essentiellement marine, sue- 
cbde une serie d*assises d'argile noire, separ^es par des lits de sable, 
oil, avec les fossiles precedents, on trouve milang^es des M^lanopsides 
et des N^ritines qui ne paraissent pas avoir kih roul^es. 

La faune marine, d'abord dominante, diminue d*importanoe aveo la 
profondeur des couches, et, dans la partie la plus basse, que le ravine-* 
ment des terrains permet d'^tudier, les coquilles marines sont trbs- 
rares et representees seulement par des Cardiums; les N6ritines, au 
contraire, y etaient tres-fr^quentes. C*est de ce point, je crois, que 
provenaient les fossiles etudies par E. Forbes et qui lui ont permis de 
tirer certaines consequences sur les changements de niveau qui, k 
r^poque plioc^nique, ont fait souvent, dans cette region, varier It 
nature des depots. Les explorations que j'ai faites dans File de Cos, 
Tetude des roches et des phenomenes volcaniques qui agitent encore 
les lies voisines de Hyali et de Nisyros m'ont paru confirmer les hypo- 
thfeses deE. Forbes. 

Les changements survenus dans cette partie des Sporades, pendant 
r^poque tertiaire, changements ayant la plus grande analogieavec ceux 
qui ont bouleverseune partie dubassindelaMediterranee,touchentk une 
question pouvant jeter un certain jour sur I'existence de ces faunea si 
riches en grands Mammiferes de Pikermi, de Lapsista, etc., et sur la mi- 
gration de certaines plantes, dont les representants vivent, k notre 
epoque, sur des points separes des bassins oil les memes genres existent k 
retat fossile, par de longs espaces de mer. Ne pouvant pas entrer dans U 
discussion d'une si grande question, je me bornerai k presenter quelquea 
consideratioDs sur la formation des depots indiques dans cette Notice. 
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A la fin de Tdpoque mioc^nique les collines de calcaire secondaire 
de Kepbalos et la petite cbaine des moots Piperia et du prophbte 
Elias formaient deux ilots dans un grand lac, s'avangant probable- 
ment tres-loin au milieu des formations tertiaires anciennes de la cdte 
voisine d'Asie Mineure. La profondeur des eaux de ce lac 6tait conside- 
rable aux extr^mit^s est et ouest de Tile actuelle, tandis que la partie 
centrale etait occup^e par des bas-fonds eten certains points par des ma* 
r^cages oil se d6veloppaient les v^getaux qui ont produit le petit d^pot 
de lignite indiqu^. Une premiere pouss6e volcanique, accompagn^e de 
r^ruption des tracbytes de Boudroum et de la cbaine principale de TilOi 
amene un premier cbangement dans la forme du bassin. Les coucbes 
situ^es aux environs du centre eruptif emergent entierement, tandis 
que celles du plateau d*Antimaki restent encore sou^ Teau; toulefois 
cette eau est devenue saumatre par suite de I'introduction de la mer, 
qui a produit un melange insuflisant pour detruire la faune lacustre, 
mais permettant a certaines especes marines de se developper. 

Apr^s une ^poque de repos, un nouveau cbangement dans le niveau 
du sol amene une seconde perturbation dans le regime des eaux; des 
courants se produisent, et, au lieu d'un depot d'argile, ce sont des sables 
qu'iis apportent; en meme temps une nouvelle quantite d'eau de mer 
est introduite, la salure du lac augmente et avec elle le developpement 
des espfeces marines. 

Une serie de ces oscillations suivie d'un temps de repos plus ou moins 
long se continue pendant Tepoque pliocenique, et, la mer ayant envabi 
une certaine partie du lac, toutes les especes d'eau douce disparaissent 
et font place a des mollusques exclusivement marins. 

A la fin de cette epoque les deux ilots de Test et de I'ouest se sont 
accrus de toutes les formations lacustres dont les lambeaux existent 
encore du cap Foukas k Pylli et autour de Kepbalos; ils sont separes 
par un detroit peu profond oil se forment ces depdts bourres de coquilles 
parmi lesquelles les bivalves dominent. 

Les mouvements volcaniques se produisent de nouveau et acquierent 
uneintensite encore plus grande; bientdt le volcan de Nisyros s'eleve 
au-dessus de la mer et de son cratere sont lancees des quantiles* 
enormes de ponces qui vont recouvrir les formations plioceniques qu'un 
soulevement a fait ^merger. 
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L'ilot de Hyali se forme » montrant, entre des lits de ponce, des 
couches fossilif^res oil les esp^ces, comme le Turbo rugosust la Venus 
verrucosa^ la Natica mille-punctata, etc., indiquent bien I'^poque qua- 
temaire comme celie ou se passent ces derniers ph^nomeoes. 

Autour de Kephalos apparaissent les cdnes volcaniques d'Hagios 
Joannis^ qui se font jour a travers les formations lacustres infra-plioc^ 
niques. 

Des dislocations considerables se produisent, et cette partie du bassin 
de la M^diterranee prend la configuration qu'elle a conserv^e, sans 
changements notables, jusqu'a nos jours (*). 

(1) Relativement a Ttle de Cos, consulter aussi le M^moire public par M.O.Rayet (i** li« 
vraison du tome III des Archives des missions scientifuiues et iitieraires). 
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AVANT-PROPOS. 

Lc problfeme de la distribution du magnetisme libre est loin d'etre 
resolu par la theorie mathematique; en effet, des que les aiinants n'ont 
pas certaines dimensions tr^s-petites par rapport aux autres» comme il 
arrive, par exemple, dans les aiguilles d'acier longues et minces, les 
equations difTerentielles auxquelles conduit la theorie mathematique 
sont en general refractaires a I'integration. De plus, s*il s'agitd'aimants 
d'acier et non de fer douxjes equations renferment la force coercitive, 
qui varie (au moihs en direction), d'un point a un autre, suivantdes 
lois que le seul calcul ne pent faire connaitre. II faut necessairement, 
pour resoudre la question, avoir recours a Texperience.' 

Jusque dans ces derniferes annees, les plus importantes donnees expe- 
rimentales sur la distribution du magnetisme libre dans les aimants d'a- 
cier etaient fournies par les recherches de Coulomb. On sait que ce 
savant a etudie la distribution du magnetisme sur des aimants pris- 
niatiques longs et ^troits. 

Biot a donn^ une formule qui resume les resultats de Coulomb. Plus 
tard Green 6tablit une theorie mathematique fondee seulement sur les 
lois ^lementaires de Coulomb et sur I'hypothese de la force coercitive. 

Recemment, mais dans un genre de questions diSerentes de celles 

Ann. tU vie, NornuUe. a* S^rie. Tome V — Jcix 1876. 28 
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qui sont traitees dans ce travail, M. Bouty a verifie d'importantes for- 
mules de Green. Eq se pla^ant au seul point de vue de la distribution 
du magnetisme libre, les equations difTerentieiles etablies par Green 
nc permettent generalement pas, pour les raisoos que j*ai dites plus 
haut, de resoudre complelement la question. A la fin de son imnnense 
travail. I'illustre mathematicien anglais ne pcut constater Taccord de 
ses formules et de I'experience que dans le seul cas etudie par Coulomb. 

D'un autre cote, ^ la m&tne epoque, les donn^es exp^rinnentales 
etaient bien peu nombreuses. 

Le peu de progres qu*avait fait la question de la distribution du ma- 
gnetisme etait du a Tinsuffisance des precedes exp6rimenlaux : la me- 
thode des oscillations est d'une application restreinte, et la methode des 
torsions est exlremement longue. 

Aujourd'hui les recherches sur le magnetisme sont beaucoup plus 
faciles. Depuis plusieurs annees, M.Jamin a, pardenombreux travaux, 
singulierement rajeuni et pour ainsi dire transforme le magnetisme; il 
a de plus mis entre les mains des physiciens un appareil puissant d'in- 
vestigation, qui permet d'^tudier tel point que Ton veut d'un aimant. 

M. Jamin a des lors fait connaitre des aimants bien diff^rentsde ceux 
que Ton possedait nagufere, etl'iilustre physicien a fait voir que I'liypo- 
ihfese electromagnelique d'Ampferene sufRsait pas h les expliqucr. II 
eonsidere les aimants comme formes de filets passant k travers la ligne 
neulreouceinturemoyenne; mais leur epanouissement auxextr^mites, 
les tensions qui y sont repandues, dependent essentiellement de la 
forme des aimants. 

J'ai cherche a resoudre la question dans le cas d'aimants d'acicr, 
plats et termines par des ellipses et des cercles. 

But de ce travail. 

Ce travail est relatif aTinfluence de la forme sur la distribution du ma- 
gnetisme libre dans les aimants d acier. J*ai effectu^ mes recherches sur 
des plaques de i millimetre d'epaisseur taill^es dans le m£me acier et 
possedant la meme trempe. 

Ces plaques sont limitees par des ellipses et des cercles de dimensions 
diverses. Les dimensions des axes de sym^trie des courbures limita- 
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trices des aimants varient entre lo et 3o centimetres. Tous sont ai- 
mant^s a saturation dans une tres-forle bobine plate, les enveloppant 
completement, formeepar quatre cents tours d'un fil decuivrede a mil- 
limetres de diametre. Dans le fi\ ^circule, pendant Taimantation, le 
courant de dix bons elements de Bunsen. L'un des axes de sym^trie de 
ia plaque est la ligne ncutre, et je dirai bient6t comment j'ai pu m'as- 
surer que Taimanlation eiait parfaitement regnliere. 

]&nonce des resultats. 

Les resultats que j'ai obtenus se r^sument ainsi : 

I® La tolalite du magnetisme libre^ rdpandu sur des surfaces elliptiques 
ou circulaires, est proporiionnelle aux surfaces aimantees. 

2^ Ce magnetisme est distribud suivant des filets hyperboliques^ ayant 
tous la perpendiculaire ilevde par le centre de la plaque sur la ligne neutre 
de Vaimant pour axe non transverse en grandeur et en direction. 

Cos hyperboles serontcompletement definies, si Ton ajoute que cha^' 
cune d'elles passe par un point determine du contour de la plaque, et 
que toutes ont en direction, pour axe transverse, la ligne neutre. 

Sur chaque hyperbole, I'intensit^ du magnetisme libre en un point 
considere est donnee par la formule 

(i) l = A(a*-a-*); 

h est la distance du point considere a la ceinture moyenne, cette dis- 
tance etant comptee sur Tare d'hyperbole rcctifi^ oil se trouve le point 
en question. A et a sont deux parametres qui varient d'un filet ^ un 
autre, suivant les deux lois suivanles : 

3® Vintensitd I du magnetisme libre a Vextremite de chaque filet 
hyperbolique est donnee par la formule 

(a) I, = -arclang^ 

a 

ou 

(26/5) — arc tang — = A(a^ — ii-*i), 

2 

28 
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A| est la longueur de Tare rectifie d'hyperbole suivi par le filet depuis 
la ceinture moyeune jusqu'k son extremity. L est une conslante qui 
ne depend que de la nature et de la trempe de Tacier employe, et qui, 
dans toutes mes experiences, s*est trouvee ^gale k 17,1011. k est une 
autre constante qui ne depend encore que de Tacier, k la condition 
cependant que Taimant ne devienne pas trop ^troit, par rapport k sa 
longueur. 

Dans les plaques dontje m'occupe ici, A oscille tres-peu autour de 
la moyenne i3,ai3. 

4^ La totaUtd du magnStisme lihre^ repandu sur chaque filet hyperbo^ 
Uque^ est proportionnelle au carri de V intensity du magndtisme libre a 
Vextrimitd de ce filet, ce qui conduit a la formule 

^ f/i* -^ «-* - 2) = CA»(/i*- ^*)«. 
J. 4 

C est une derniere constante ne dependant encore que de Facier, et 
qui, dans toutes mes recherches, etait egale k 0,6491. 

5^ Les Ugnes d'e gales tensions ou iignes isodynamiques soni des courbes 
transcendantes, ayant pour Equation \ 

oil X est Tabscisse rectiligne du point consid^r^, et h son ordonnie 
curviligne comptee sur Thyperboie (definie plus haut). b est la distance 
au centre du point oil celte courbe isodynamique coupe la ligne de 
plus grande aimantation, et a est la demi-longueur de la ligne neutre. 

Methode de recherches. 

Dans mes recherches, je me suis servi de la methode d'investigation 
de M. Jamin: c'esl la seule qui permette d*etudier tel point que Ton 
veut d'un aimant, en mesurant en chaque point la force d*arrachement 
d'un petit contact spherique de fer doux; la racine carr^e de la force 
d'arrachement donne Tintensit^ du magnetisme libre au point consi- 
dere. 

Pour apprecier la force d'arrachement du petit contact, M. Jamin 
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Tattacbe k Tun des plateaux d'une balance sensible, et sous Tautrc 
plateau fixe un ressort k boudin ; Textremite opposee de ce ressort est 
relive par un til de soie k un treuil micrometrique. On peut des lors» et 
cela sans secousse, tendre progressivement le petit ressort, jusqu'au 
moment oil sa tension fait equilibre a la force qui relie le contact a I'ai- 
mant. Le micrometre donne Tallongement du ressort; k cet allonge- 
ment correspond un poids indique par une graduation prealable du 
ressort. 

On voit combien est commode ce proc^d^ qui met entre les mains de 
Texp^rimentateur une veritable sonde magnetique. II a surtout un tres- 
grand avantage» c'est qu'il donne, sans correction aucune, les tensions 
magnetiques sur les bords des aimants. On sait que, dans la methode 
des oscillations, les tensions obtenues en ^tudiant les regions centrales 
d*un barreau ne sont pas comparables k ccUes que Ton obtient vers les 
extremites, et qu'une correction est necessaire. 

II n'en est pas de mSme dans la m^tbode de Tarrachement d'un tres- 
petit contact de fer doux. Ce contact est retenu par une force qui ne 
depend que du magn^tisme libre repandu dans une tres-petite region 
avoisinant le point de contact; T^tendue de cette region est constanle 
pour un meme acier, de sorte que, au point de vue des resultats nume- 
riques des experiences, il n*y a plus k considerer de points singuliers. 
Ainsi on va voir tout k I'heure que les tensions magneliques mesu- 
rees sur les bords de mes aimants (trfes-minces par rapport a leurs 
longueurs et k leurs largeurs), on va voir, dis-je, que ces tensions 
obeissent sans correction aucune aux mdmes lois que celles qui sont 
r^pandues sur les parties centrales des plaques. 

Pour assurer le succes complet de la methode, il faut donner aux 
aimants des surfaces parfaitement polies : la moindre souillure inter- 
posee entre le contact et la surface metallique de I'aimant altere de la 
faQon la plus irreguliere les resultats que Ton devrait obtenir. 

11 faut aussi donner k Tappareil une base inebranlable, ce que j*ai 
fait en le pla^ant au rez-de-chaussee d*un pavilion isole dans un 
jardin. Le support imm^diat de ma balance ^tait un tres-fort etabli 
de menuisier. 

On doit, en outre, observer une autre precaution bien importante, qui 
consiste k mettre les plaques aimantees k Tabri de tout choc, memc ie 
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plus l^ger en apparence. Je me suis assur6 trbg-8ouv6ilt> dans mes 
reclierches, que le choc un peu brusque du petit clou d'arrachement 
retombant sur un point de l*aimant allerait d'une fagon tr^s-notable 
et permanente la tension magn^lique en ce point. II faut done, chaque 
fois que le clou d'arrachement a quitte Taimant, Tempteber d'y re- 
tomber brusquement. 

Ccia pose, il va elre immediatement question de mes aimanta et 
principalement : 

i^ D'une ellipse dont le petit axe» qui est la ligne neutre, a 20 cen- 
timetres de longueur et dont le grand axe en a 3o; 

2^ D'une ellipse de m^mes dimensions que la pr^c6dentet mais dont 
le grand axe est la ligne neutre; 

3^ D*une ellipse dont les axes ont 10 et 3o centimetres de longueur 
et dont le petit axe est la ligne neutre; 

4^ D'un cercle de 20 centimetres de diametre; 

5^ D'un cercle de 26 centimetres de diametre; 

6^ D'un cercle de 3o centimetres de diametre. 

C'est sur cette dernifere plaque, la plusvaste de toutes celles que j'ai 
employees, que j'ai execute le plus de recherches. Cost sur elle que 
je donnerai le plus de resultats numeriques. 

Toutes mes plaques ont i millimetre d'^paisseur. 

Les fig. I, 2, 3, 4 6t 5 representent des cadrans de mes aimants; 
les lignes neutres sont indiquees sur les figures. 

Au-dessous du clou d'arrachement et a une distance de ce clou egale 
a I'epaisseur de la plaque a etudier, j'ai place un plan poli et horizon- 
tal; il est divise en centimetres carres, de sorte que j'amene facilement 
chaque point que je veux £tu(lier, juste dans la verticale du clou et en 
contact avec lui. 

Avant tout, j'ai voulu m'assurer de la regularite de I'aimantation, et, 
pour y parvenir, j'ai opere de la fa^on suivante : 

Sur chaque plaque j'ai trac6 deux diamfetres, I'un incline li 4^ degres 
et Tautre a 3o degres sur la ligne neutre; de plus Tun est dans les 
anglesjOo?, yOj/ et Tautre dans les angles respectivement adjaceDt$ 
aux deux premiers. 

Sur chacun de ces diametres j'ai etudie, de part et d'autre du centre, 
des points equidistants de ce centre, et les differences de tensions en tre 
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deux points situ^s sur un mSme diamttre k dgale distance dii centre 
ont toujours ^t6 negligeables. 
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de chaque plaque, et^tendreaux troisaatreslesr^sultatsobteaus. 
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Mais ce n'est pas Ik lout ce que celte T^rificaiioo a pu m'offrir; on 
cODstate qu'^ mesure que lea diamfetres iludi^ se rapprochent de la 

n,. 3. 




ligne ueulre, les tensioDs magD^tiques y dimiDueot de plus en plus 
riB. 4- 




pour des poiols situes sur les rn^mes circonf6rence8 ; de plus, dans le 
cas du cercle, cette loi de decroissance est romarqaablement simple. 
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En effett sur un point quelconque db IVimant circulairet dont la 
distance au centre est p, Tintensit^ du fflagnetisme libre est donnee par 
la formule 

a est absolument constant pour une meme plaque; A seulement varie 
d*un diametre a un autre, suivant une loi qui se d^duit immedialement 
de celles que j'ai 6noncees en tete de cette etude. 

Fig. 5. 
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En d'autres termes, sur un meme diametre d'un cercle, les tensions 
magnetiques des divers points soni dans un rapport constant avec celles 
des points situes aux memes distances du centre sur Taxe de la plaque 
perpendiculaire kla ligne neutre. 

On va juger de I'exaclitude de cette loi par les nombres suivants, em- 
pruntes k deux diam^tres Studies sur le cercle de 3o centimetres. 

Tableau I. 
Icnsions sur un diametre inclini de 45 degr^s sur la ligne neutre. 



Distances an centre. 
i5 

i4,i4 
II, 3i 

8,48 
5,65 
a, 8a 



Tensions mesui^es. Tensions calculees. 



» 
6, to 
4,oo 
a,67 
1,54 
0,7a 



B 
6,060 

a,6o5 
1,590 
0,75a 



Ann. de Vte, Normale. a* S^iie. Tome V. — Jcillet 1876. 
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TABLEAU II. 
Tensions sur un diametre incline de 3o degr^s sur la Ifgne neutre. 



Distances au centre. 


Tensions mesur^es. 


Teniioni calcnldea. 


i5 


» 


• 


i3,85 


3,97 


3,93a 


10,39 


a,4i 


a, 484 


6.92 


1,40 


1,454 


3,46 


0,67 


0,669 



Apr^s avoir obtenu ces premiers resultats, j'ai ^tudie le magnetisine 
libre repandu sur des ordonnees d'egales longueurs prises dans les 
cercles et les ellipses; j'ai indique, dans les^?^. j , 2, 3, 4 et 5, ces ordon- 
nees par des lignes ponctue^s. 

Cette etude m'a fourni les tableaux suivants. Dans ces tableaux, D est 
la distance en centimetres de chaque point h. la ceinture moyenne. 

Tableau III. 
Tensions stir des ordonnees de iS centimetres, 

D Cercle de rayon i5. Ellipse a=:io, & = i5. 



i5 


9,a5 


9,3i 


14 


8,ia 


8,17 


i3 


7,i5 


7,12 


11 


6,a5 


8,19 


II 


5,55 


5,57 


10 


4,80 


4,8a 


9 


4,a5 


4,ai 


8 


3,5i 


3,49 


7 


3,ia 


3,09 


6 


a, 48 


a,5o 


5 


a,ii 


a,o9 


4 


1,60 


1,54 


a 


0,73 


0,75 



Tableau !¥• 
Tensions sur des ordonndes de 14 centimetres. 



14 


8,91 


8,97 


i3 


7,49 


7,5a 


12 


6,41 


6,47 


II 


5,65 


5,60 



DISTRIBUTION DU MAGN£tISME LIBRE SUR DES PLAQUES d'aCIER, ETC. 227 



10 

9 
8 

7 
6 

5 



10 

9 

8 

7 
6 

5 

4 



Cercle de rayon i5. 


Ellipse 


a^ 10, 6=5. 


4,89 




4,79 


4,36 




4,40 


3,76 




3,77 


3,9.5 




3,19 


2,69 




2,5o 


2,9.1 




2,19 


1,68 




1,71 


0,75 




0,70 


Tableau Y. 







OrdonnSes de 1% centimetres. 





Cercle 


Ellipse 


Cercle 




de rayon i5. a 


= 10, 6 = i5. 


de rayon iq,5 


D 


Tensions. 


Tensions. 


Tensions. 


12 


8,08 


8,12 


8,o5 


II 


6,95 


6,80 


6,91 


10 


6,00 


6,11 


6,11 


9 


5,29 


5,32 


5,22 


8 


4,55 

• 


4,47 


4,41 


7 


3,95 


3,90 


3,90 


6 


2,75 


2,80 


2,68 


5 


2,20 


2,l5 


2,19 


4 


1,67 


1,61 


1,69 


2 


0,81 


0,88 


0,79 




Tablbau 


VI. 





Ordonnees de 10 centimetres. 



Cercle 


Ellipse 


Ellipse 


Cercle 


GercU 


de rayon iS. 


a =10, 5 = i5. 


a=si5, 6 = 10. 


de rayon i9,5. 


de rayon 10 


Tensions. 


Tensions. 


Tensions. 


Tensions. 


Tensions. 


7,16 


7,17 


7,10 


7,i5 


7,11 


6,02 


6,11 


6,00 


6,o3 


6,04 


5,00 


5,09 


4,89 


5,02 


5,08 


4,49 


4,52 


4,45 


4,41 


4,48 


3,79 


3,81 


3,70 


3,72 


3,70 


3,01 


3,04 


a,94 


3,00 


a,98 


2,24 


a, 26 


2,21 


a, 19 


2,18 


I, II 


1,09 


i,i5 


1,07 


1,10 
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Tableau 


VII. 










Ordonnecs 


dc% 


centimetres. 








Ccrcle 


Ellipse 


• 


Ellipse 


Cercle 


Ccrcle 




de rayon i5. 


a = 10, 6 r= i5 


. a: 


= i5, 6 = 10. 


de rayon i3,5. 


de rayon 10 


D. 


Tensions. 


Tensions. 




Tensions. 


Tensions. 


Tensions. 


8 


6,o5 


6,11 




6,14 


6,09 


6,c8 


7 


5,25 


5,37 




5,39 


5,29 


5,3i 


6 


4,6i 


4,59 




4,60 


4,60 


4,63 


5 


3,90 


3,88 




3,80 


3,83 


3,9a 


4 


2,38 


2,40 




2,41 


a, 41 


a,44 


3 


1,63 


1,60 




1,65 


1,67 


1,60 


1 


0,61 


0,64 




0,59 


0,58 


0,60 



G 
5 

4 

3 
2 

1 



4,7' 
4,11 

3,61 

2,80 

0,93 



Tablbau VIII. 
Ordonnees dc 6 centimetres. 



4,60 

4,11 
3,60 

2,71 

2,00 

0,90 



4,89 

4,17 
3,64 
2,80 
2,02 
0,95 



4i77 
4,20 

3,62 

2,78 

2,00 

0,89 



4,75 
4,10 
3,60 
2,84 
2,o5 



0,91 



Interpretation des rdsultats niuneriques. 

Une fois en possession de ces resultats, il s*agissait de les rassembler 
et de les interpreter. Pour y parvenir, j'ai employe un procede essen- 
liellement physique : je veux parler des constructions graphiques. Toutes 
ces constructions ont d'abord ete faites sur un excellent papier quadrille 
au millimetre et en prenant 5o millimetres pour unite. 

J'ai choisi alors des axes de coordonnees rectangulaires, en prenant 
pour abscisses les points eludies sur chaque ordonn6e de mes plaques, 
et en elevant sur chaque point de division des perpendiculaires pro- 
portionnelles aux intensites mesurees. 

Je n'avais plus qu'a joindre ces perpendiculaires par un trait continu 
pour avoir des courbes represenlant la variation du magn^tisme libre 
sur chaque ordonnee etudiee de chaque plaque. 

Les aires comprises entre ces courbes et leurs axes de coordonnees, 
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evaluees avec les soins les plus minutieux, m'ont donne la totalite du 
magnetisme libre repandu sur la totalite d'une ordonnee. 

On peut remarquer tout d'abord, en se reportant aux tableaux III, 
IV, y, etc., que pour les cercles et les ellipses qui ont meme axe nia- 
gnelique, les tensions sur des ordonnees de memes longueurs, voisines 
de Taxe, peuvent etre considerees comme etant exactement les memes; 
ainsi, pour des ordonnees de i5,i4 6t meme de 12 centimetres, on 
obtient sur chaque ordonnee de longueur determinee les memes 
courbes pour les cercles et les ellipses; mais, a mesure qu'on s'ecarte 
des axes des aimants, les differences relatives enlrc les courbes con- 
struites sur les memes ordonnees vont en croissant tout en restant 
faibles. 

Aussi semble-t-il au premier abord que, dans les aimants dont je 
m*occupe, le magnetisme soil distribu6 suivant des filets perpendicu- 
laires a la ceinture moyenne, et que la loi de distribution des tensions 
sur chaque filet ne depende que de leur longueur. Le problfeme serait 
alors singulierement siinplifie; en effet, si pour un acier d'epaisseur, 
de trempe et de nature determinees, la totalite du magnetisme sur une 
ordonnee de longueur determinee est donnee par une fonction/(j) de 
cette ordonnee, on^arrive aux consequences suivantes. 

Le magnetisme repandu entre deux ordonnees infiniment voisines 
esi/iy) dx ei, si a? = 9 (y) est Tequation de la courbe limitatrice de 
I'aimant, on a 

de sorte que le magnetisme total repandu entre deux ordonnees y, 
et^2 serait 

(r) ei dr. 



•61 



Un examen attentif fait voir que le probleme est bien autrement 
complique. En effet, dans les regions axiales d'un aimant, Tinfluenc^ 
de la forme est peu sensible, k moins que IVimant ne se termine par 
despointesaigues; mais, a mesure que Tons^eloigne de Taxe, la distri- 
bulionestdiflerentesuivantlesdiflerentes formes et c'est ce quemontrent 
les tableaux YI, YII etVllI. On doit prendre d'autant plus garde aux 
diflerences de ccs tensions que leurs valeurs absolues sont plus petites. 
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Cela pose, j'ai etudie les totalites du magn^tisme r^pandu sur chaqoe 
plaque; pour cela» j'ai pris des axes de coordonn^es rectangulaires, et 
sur Taxe des abcisses j'ai porte des longueurs proportionnelles aux or- 
donneesetudiees; par chaque point de division j'ai elev6 des perpendi- 
culaires proportionnelles aux aires des courbes qui donnent la totalite 
du magnetisme repandu sur les ordonnees des plaques. 

Je donne, dansle tableau n^IX, les nombres qui ont servi li cette con- 
struction. 













Ta 


BLEAU 11 

Gerde 
de 


El]ii>8e 

fl = lO, 


EiiipM 


Cercia 
de 


Gercle 
de 


Ordonnees. 




Abscisses. 






rayon i5. 


*=i5. 


6 = 10. 


rayon ia»5. 


rayon 10 












-- 


Aires. 


Aires. 


Aires. 


Aires. 


Aires. 


i5 


o 


o 


» 


» 


» 


55.55 


56,26 


» 


>» 


» 


i4 


5,38 


3,5!i 


» 


» 


» 


49, ai 


49,^6 


9 


» 


n 


la 


9 


6 


» 


» 


» 


4i,i8 


42,12 


A 


44, 5o 


i> 


lO 


]],]8 


7,45 





7,5o 





32,49 


32,55 


3'2,io 


33,49 


33,00 


8 


12,68 


8,46 


9 


9»59 


6 


24,37 


24,48 


25,09 


24,36 


24, 3o 


6 


i3,74 


9,>5 


la 


10,96 


8 


15,96 


16,00 


i5,oi 


15,90 


15,89 



En faisant la quadrature des aires comprises entre les axes de coor- 
donnecs et les courbes representant la variation du magnetisme re- 
pandu sur toute Tordonnee d'un point quelconque du bord de chaque 
plaque, j'ai obtenu les totalites du magnetisme libre repandu sur chaque 
plaque. 

Comme le resultat que j'ai obtenu m'a caus6 une surprise extreme* 
j'ai recommence ces operations avec le plus grand soin. Yoici les nom- 
bres qui mesurent la totalite du magnetisme repandu sur chaque 
plaque*: 

Pour le cercle de rayon i5 588,785 

Pour Tellipse « = 10, 6 =: i5 891 ,124 

PourTellipsea = i5, ft = 10 888,012 

Cercle de rayon 12,5 4^3,870 

Cercle de rayon 10. « . . < , . . a58,4oo 



Or, si Ton divise ces nombres par les carres des rayons pour les 
cercles, et par les produits des moiti^s des axes pour les ellipsesi on 



DISTRIBUTION DU MAGNETISME LIBRE SUR DES PLAQUES d'aCIER, ETC. 23 1 

irouYC Us quotients successifs : 

583, rSS ^ , 

391,124 _^ 



i5o 

388, OT? 
i5o 



= 2,586, 



i56,25 -^'^7^' 

258, 4oo Q. 

= 2 , 004 • 

1 00 ^ 

Enfin une derni^re ellipse tres-allongee(3o centimetres pour le grand 
axe, et lo pour le petit) donne comma totality du magnetisme 
193,807, nombre qui, divise par 75, donne encore le meme quotient 
2,584. Ainsi, dans les aimants circulaires et elliptiques, la lotalite du 
magnetisme r^pandu sur chaque plaque est proportionnelle aux aires 
sur lesquelles il est repandu : il reste k voir comment est distribue ce 
magnetisme sur les differentes plaques. 

Forme hyperholique des filets magnetiques dans les aimants circulaii es 

et elliptiques. 

Si Ton se reporte aux tableaux precedents donnant les tensions ma- 
gnetiques sur des ordonnees d*egales longueurs, on voitque, pour les 
memes ordonnees etudices sur des plaques differentes, ces tableaux 
different tr^s-peu ; mais, a mesure' qu'on s'eloigne des axes des aimants, 
les differences s'accentuent; en voici la raison : 

Dans tons les aimants que je considere dans ce travail, les tensions I 
sont donnees sur la ligne axiale par la formule 

[m] l = A(fl* — a— ), 

dans laquelle z est la distance d'un point quelconque au centre do 
Taimant. A et a sont deux parametres qui, pour un meme acier, ne 
dependent sensiblement que de la longueur de Taxe, pourvu cependant 
que la courbe limitatrice de I'aimant n'ait ni points d'inflexion, ni 
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points anguleux et que ses dimensions transversales ne soient pas trop 
faibles par rapport a son axe longitudinal. 

Les deux quantites A et a varient avec la longueur de I'axe suivant 
deux lois que je vaisetablir tout a Fheure. 

Si, apres avoir verifie que la formule (m) s'applique parfaitement 
aux tensions repandues sur Taxe de Taimant, on vient a Tessayer pour 
des ordonnees de plus en plus marginales, les differences relatives 
entre les resultats du calcul et ceux de Texperience sont de plus en 
plus marquees. 

II en est de meme de tons les essais que Ton fait pour trouver des 
lois simples representant la distribution magnetique sur des ordonnees 
rectilignesy perpendiculaires a la ligne neutre. 

Mais toute ditBculte disparait si Ton considere sur la surface des ai- 
mants une serie d'hyperboles ainsi definics. 

Que par chaque point du contour de la plaque on trace une hyperbole 
ayant son axe transverse dirige suivant la ligne neutre, et ayant I'axe de 
la plaque perpendiculaire a la ligne neutre pour axe non transverse en 
grandeur et en direction, on aura une serie de lignes oil Tintensite du 
magnetisme libre en un point quelconque est donnee par la formule 

dans laquelle h est la longueur de Tare rectifie d'hyperbole sur la- 
quelle se trouve le point considere; cette longueur est comptee a partir 
du point oil Fhyperbole coupe la ceinture moyenne. 

Quant a A et a, je vais bientot donner les lois de leurs variations. 
Yoici une serie de seize tableaux donnant, avec les tensions mesurees sur 
des points determines des hyperboles, des tensions calcul^es d'apres la 
formule I = A (a^ — ar^)\ a ces tableaux correspondent les^f^. i, 2, 
3, 4> S» oil les hyperboles sont tracees en lignes pleines. Les points 
etudies portent les memes lettres sur les figures que dans les tableaux. 
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Tableau X. 
Ligne axiale. Cercle de rayon i5. 
A = 1,625, *i = i,ia5i, I = A(a*— fl"*). 
z. I mesur^. I calcule. 

i5 9,a5 9,a44 

14 8,12 8,142 

12 6,25 6,290 

10 4,80 4}78i 

8 3,5i 3,536 

6 2,48 2,494 

Tableau XI. 

Cercle de rayon i5 (flg, i). Hyperbole BC. 
I = A(fl*— rt-*), A = i,836, « = i,i2i7. 



Points etudies. 


Ordonn^es. 


Abscisses. 


A. 


I mesure. 


I calculd 


B 


14 


5,38 


CB = 14,094 


8,91 


8,900 


D 


i3 


5,21 


CD = 13,078 


7,87 


7,835 


E 


12 


5,o4 


CE = 12,064 


6,81 


6,878 


• F 


II 


4,86 


CF = ii,o5i 


5,95 


6,014 


G 


10 


4,73 


CG = 10,042 


5,28 


5,237 


H 


9 


4,59 


CH= 9,o32 


4,56 


4,529 



Tableau XIT. 

Cercle de rayon i5 {fig, i). Hyperbole K'K. 
I = A(fl*— /?"*), A = 2,128, /z = 1,1212. 



K 


12 


9 


K'K = 12,195 


8,08 


8,o5i 


L 


II 


8,71 


K'L-ii,i54 


7,00 


7,oo3 


M 


10 


8,44 


K'M = 10,119 


6,14 


6,095 


N 


9 


8,19 


K'N = 9,089 


» 


» 





8 


7,96 


K'O = 8,066 


4,52 


4,5o4 


P 


7 


7,74 


K'P = 7,045 


3,85 


3,810 



Tableau XIII. 

Cercle de rayon i5 (fig. i)^ Hyperbole f'«p. 
I = A(fl*— rt"*), A = 3,3ooo, 61=1,0964. 



Q 


10 


11,18 


Q'Q = 10,219 


7,16 


7,166 


R 


9 


10,84 


Q'R= 9,i63 


6,25 


6,207 


S 


8 


10,54 


Q'S= 8,119 


5,43 


5,4o3 


T 


7 


10,26 


QT= 7,081 


4,58 


4,612 


U 


6 


10,01 


Q'U= 6,o5i 


3,80 


3,841 


V 


5 


9,80 


Q'V= 5,o3o 


a,48 


a, 439 



^A/i. de I'Ec. NormaU, a* S^rie. Tome V. ^ Jdlllbt 1876. 3o 
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Tableau XIV. 

Cercle de rayon i5 {fg. i). Hyperbole X'X. 

I = A(rt*— /2"*), A = 3,980, « = 1,0901. 



Points ctudies. 


Ordonnees. Abscisses. h. 


I mesur^. 


I calculi 


X 


8 . ia,68 XX'= 8,184 


6,o5 


6,o36 


Y 


7 12,35 X'Y= 7,iai 


5,i5 


5,i38 


Z 


6 12, o5 X'Z — 6,077 


4,33 


4,^9* 


W 


5 11,80 X'W= 5,047 


3,5o 


3,53i 


a 


4 i'»59 X'a = 4i026 

Tableau XV. 


a, 79 


2,785 




Cercle de rayon i5 (fig, i). Hyperbole 


1 pv. 




? 


6 i3,74 v'p= 6,111 


4,71 


4,7t 


7 


5 i3,45 v'7= 5,070 


3,87 


3,90 


f* 


4 i3,2i v'pi = 4,042 


2,72 


2,78 


V 


3 l3,0l v'v = 3,022 


2,3o 


2,32 





2 12,80 v'o = 2,002 

Tableau XVI. 


n 


» 




Ellipse fl = 10, 6 = i5 (fig. 4 ). Hyperbole B'B. 




B 


10 7,45 BB' = 10,095 


7»>7 


7,10 


C 


8 7,02 B'C= 8,047 


5,40 


5,38 


D 


6 6,68 B'D= 6,019 


3,74 


3,79 



Tableau XVII. 

Ellipse fl = 10, 6 = i5 (fig, 4). Hyperbole E'E. 



E 


8 


8,46 


E'E= 8,178 


6,11 


6,04 


F 


6 


7,90 


E'F= 6,066 


4,a3 


4,^9 


G 


4 


7,80 


E'G= 4,017 


3,5i 


3,52 



Tableau XVIII. 

Ellipse fl = 10, ^ = i5 (fig,^), Hy|ierbole B'B. 



11 


6 


9»«^ 


H'H= 6,074 


4,60 


4,68 


K 


4 


8,80 


H'K= 4,040 


2,75 


2,72 


L 


2 


8,58 


H'L = 2,001 


» 


1,54 
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Tableau XIX. 

Ellipse rt = i5, h = lo (fg, 5). Hyperbole BB'. 



letudics. 


Ordonnees. 


Abscisses. h. 


I mesur^. 


I calcule 


B 


8 


9 B'B= 8,297 


6,14 


6,i3 


D 


6 


8,19 B'D= 6,144 


4,3i 


4,37 


E 


4 


7,56 B'D= 4,044 
Tableau XX. 


a, 77 


a, 79 




Ellipso a 


= i5, ^ = 10 [Jig, 5). Hyperbol 


eC'C. 




C 


6 


12 CC= 6,299 


4,89 


4,85 


G 


4 


11,08 C'G = 4,098 


•^.77 


2,75 


F 


2 


10,49 C'F= 2,088 
Tableau XXI. 


1,70 


1,76 




Gercle de 


> rayon 12,5 (Jig, %), Hyperbole 


AA'. 




A 


10 


7,5o AA' =10,179 


7,i5 


7,i3 


B 


8 


6,94 A'B= 8,oi3 


5,39 


5,33 


C 


6 


6,49 A'C= 6,o53 


3,82 


3,80 


D 


4 


6,09 A'D= 4,014 


1) 


» 



Tableau XXII. 

Gercle de rayon i2,5 (fig, 2). Hyperbole G'G. 



G 


8 


9,59 


G'G= 8,179 


6,00 


6,04 


F 


6 


8,97 


G'F=: 6,104 


4,25 


4,29 


D 


4 


8,48 


G'D= 4,045 


2,78 


a, 79 



Tableau XXIII. 
Gercle de rayon 12, 5 (Jig, 2). Hyperbole G'G. 



H 

• 


6 


10,96 


H'H= 6,119 


4,77 


4,7a 


K 


4 


10, 38 


H.K= 4,043 


2,75 


2i79 


L 


2 


10,01 


H'L= 2,o34 


1,07 


1,00 



Tableau XX IY. 

Gercle de rayon 10 (fig, 3). Hyperbole AA'. 



A 


8 


6 


A'B= 8,140 


6,08 


6,02 


B 


6 


5,46 


A'B= 6,071 


4,23 


4,a8 


C 


4 


5,04 


A'C = 4,027 


2,71 


2,78 

3o. 
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Tableau XXV. 

Cercle de rayon lo (fig. 3). Hyperbole EE'. 

Points Studies. Ordonnecs. Abscisses. I mcsure. I calcuJ^. 

E 6 » EE' 4,75 4,71 

F 4 I) E'F 2,67 2,71 



G 2 » E'G » 



» 



Ainsi done les lignes oil se relrouve la loi de distribution donnee 
par la formule 

(i) l==A(a* -a-*) 

sont bien les hyperboles que j'ai definies plus baut. On sail que la for- 
mule (i) represente la loi de distribution du magn^tisme sur un bar- 
reau mince etde longueur finie; elle a ete donnee par Biot k la suite 
des recherches experimentales de Coulomb. 

Depuis, Green Ta retrouvee comme consequence de sa theorie ma- 
th^matique, et lesrecents travaux de M. Jamin la rendent definitive. 

Je me propose maintenant de rechercher les lois qui president aux 
variations de A et a, a mesure que Ton s'eloigne des axes des aimants. 
On voit deja par les nombres des tableaux precedents que a est d'au- 
tant plus grand que le filet est plus long, et A est au contraire d'autant 
plus petit; mais Texperience prouve que ces deux coefficients tendent 
vers une limite quand la longueur de Taimant croit indefiniment, et 
M . Jamin en a recemment donne la valeur pour des aciers determines. 

A mesure que le filet hyperbolique diminue, a diminue et tend vers 
Tunite et A vers Tinfini. On sait que M. Jamin, en augmentant Tepais- 
seur des aimants, a pu en construire dans lesquels a atteignait une va- 
leur egale a I'unite pour des longueurs finies de I'aimant : c'est Tai- 
mant normal ou mieux Taimant sature. 

Maintenant que Ton sait dans quel sens varient A et a, je me pro- 
pose d'etablir les lois precises de leurs variations dans .les aimants 
elliptiques et circulaires. 
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Lois des variations des coefficients A. eta. 

1^ Les tensions I du magnetisme libre aux extremit^s de chaque filct 
hyperbolique sont donnees par la formule 

I, = - arc tang —■ = A(a*i — ar^i). 



7, 



Dans cetle formule, A| est la longueur de Tare d'hyperbole rectifi6, 
mesure depuis la ceinture moyenne jusqu'au bord de la plaque. L re- 
pr^sente la tension k Textremit^ d'un filet de longueur infinie; dans 
toutes mes experiences, cette constante s'est trouv6e egale a 17,101 1 . 

Quant au coefFicient k, il n'est absolument que pour une plaque 
donnee; mais ses variations sont si faibles avec les plaques que j'ai etu- 
diees, qu*il est impossible d'en donner la loi. 

G'est precisement une question dont je m'occupe : en ^tudiant des 
aimants dont les dimensions transvcrsales prennent des valeurs de plus 
en plus petites, j'ai deja reconnu que k diminuait en meme temps que 
les dimensions tranversales des aimants. 

Ainsi la formule 

(a) I, =— arc tang 779 

TT n 

1 

qui convient parfaitement pour une plaque unique, devient empirique 
quand on essaye de Tetendre a des plaques de formes et de dimensions 
diverses. 

Pour les plaques dont il est question dans ce Memoire, k oscille 
tres-peu autour de la moyenne i3,2i3. 

2** Si Ton mesure les aires comprises entre les courbes 1 = A (a'^ — a~^) 
et les axes de coordonnees, ces aires 



X 



^» A 



representent la totality du magnetisme libre r^pandu surchaque filet; 
si, dis-je, on mesure ces aires, on trouve qu'elles sont toujours propor- 
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tionnelles aux carres des tensions I du magnetisme Hbre k rextremite 
de cliaque filet, ce qui conduit a la formule 

(p) ^ («*t ^ a-*. - 2) = CI? =CA>(a*t - a-*.)». 

Dans toutes mes experiences, G a conserve la valeur 0,6491 > ^^ sorte 
que Ton a fiualement 

=0,6491 -♦- A(a*i — a~*i). 

Les deux formules {a) et (j3) determinent conipletement les valeurs 
de A et a qui correspondent a un filet quelconquc de longueur A,. 

Ici une remarque est necessaire; on a vu que dans le cercle la loi de 
distribution sur un rayon quelconque est donnee par la formule 

il semblerait done que les rayons obeiraient k la loi de distribution 
trouyee par Coulomb, et qu'il n'y aurait pas de raison pour donner aux 
hyperboles qui viennent d'etre etudiees le nom de Jilets magnetiques 
plutdt que de ne pas etendre aussi cette denomination aux diametres 
des cercles. 

II est facile de voir qu*il existe une difference capitale entre les lois 
de distribution sur les hyperboles en question, ct que je nommerai de- 
sormais lignes homomagnitiques, et les diametres. 

En effet, sur tous les diametres des cercles, a est constant et A ne 
varie que suivant une loi qui n*est pas la meme que celles des variations 
de A sur les hyperboles, mats qui s'en deduit. Les hyperboles homo- 
magnetiques jouissent d'une propriete essentielle, caracteristique des 
filets magnetiques : c'est que la totalite du magnetisme repandu sur 
chacune d'elles est pour un meme acier proportionnelle au carre de la 
tension existant a son extremite. 

Cette loi est tres-importante: j'ai tout lieu d'esperer de pouvoir Te- 
tendre aux autres aimants, et elle ne se retrouve nullement sur les 
diametres des cercles aimantes. 

Cela pose, je donne deux series de tableaux : dans la premiere, formee 
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des cinq premiers, on Irouve la verification de la formule 



, L A, 

I, =- arc lang-T- 



Dans les cinq tableaux qui suivent, se trouvent les aires calculees 
par la formule 



(P) 



aire = 0,6491 1*, 



et en regard les aires donnees par la formule 



(y) 



aire = — («*» -+-flr*« — ^). 



Cerclede rayon i5. 



Longueur 


Absoisse 


Ordonnee 


Tensions extremes 


de lliyperbole 


dc rcxtremitc 


de 1'extremit« 






rcctifiec. 


de rhyperbolc. 


de rhyperbolc. 


mesurces. 


calculees 


i5 





i5 


9,!i5 


9,25 


14,094 


5,38 


14 


8,91 


8,90 


12,195 


9 


12 


8,08 


8,o5 


10,219 


6,18 


10 


7,16 


7,16 


8,184 


ia,68 


8 


6,o5 


6,o3 


6,111 


i3,74 

Ellipse a 


6 
= 10, ^ = i5. 


4,7» - 


4,71 


i5 





i5 


9,3i 


9, 25 


10,095 


7,45 


10 


7,<7 


7,10 


6,074 


9, '6 


6 


4,60 


4,58 



Ellipse a = i5, 6 = 10. 



10 





8,^97 


9 


6,a99 


12 



10 


7,00 


7,o5 


8 


6,14 


6,10 


6 


4,89 


4,83 



10 





8,140 


6 


6,io5 


8 



Cercle de rayon 10. 



10 


7,n 


7,o5 


8 


6,08 


6,01 


6 


4,75 


4,7' 



2^0 
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Cerclede rayon 12, 5. 



Longueur 
do I'hypcrbole 


Absciftse 
de rextremit^ 


Ordonu^e 
de lextremit^ 


Tensions extremes 


rectifiec. 


de I'hyperbole. 


de I'hyperbole. 


mesur^cs. 


calculeei 


12,5 





12,5 


8,28 


8,22 


10,179 


7,5o 


10 


7,l5 


7,14 


8,179 


9»59 


8 


6,09 


6,00 


6,119 


10,96 


6 


4,77 


4,71 



Gercle de rayon i5. 



Longueur de I'hyperbole 




Aires 


Aires 


rectifiec. 


d'aprdfl 


i la formule fi. 


d'apr^ la formule y 


i5 




55,55 


55,55 


14,094 




5i,84 


5i,4i 


12,195 




42,42 


42,37 


10,219 




33, o3 


33,32 


8,184 




23,66 


23,75 


6,111 




14,39 


14,99 



i5 
10,095 

6,074 



Ellipse a = 10, b = i5. 

55,65 
32,91 
14,01 



56,26 
33,00 
i3,73 



10 

8,297 
6»a99 



Ellipse a =3 1 5, 6 = 10. 

32,10 
24,22 
i5,ii 



3i,8o 
24, i5 

i5,i4 



12,5 

10,179 

8,179 
6,119 



Cercle de rayon 12,1 

44,23 
33,39 
23,42 
14,41 



44, 5o 
33,19 
23,36 

14,99 



10 

8 140 
6,io5 



Cercle de rayon 10. 

33,00 
a4,a9 
14,39 



33,81 
24,14 
^4,99 
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Des lignes isodynamiques dans les aimants circulaires el elliptiques. 

On vient de voir dans les pages prec^dentes que, pour resoudre d'une 
facon simple le probleme de la distribution du magnetisme libre dans 
les aimants circulaires et elliptiques, il a sufFi d*introduire la conside- 
ration de coordonnees curvilignes hyperboliques, que je nomme lignes 
homomagnetiques. 

Mais ce n'esl pas la, a beaucoup pr^s> le seul avantage de ces lignes; 
elles donnent en outre, avec la plus grande facilitc, les equations des 
courbes isodynamiques, qu'il ne serait peut-etre pas possible d'obtenir 
par toute autre consideration. 

En efTet, si Ton cherche ^ representer par une equation algebrique 
les lignes isodynamiques de Taimant circulaire, on est arrete par des 
diflicultes aussi grandes que celles qui se presentent quand on cherche 
une loi simple exprimant la distribution du magnetisme, suivant des 
ordonnees rectilignes perpendiculaires a la ligne neutre; mais, si Ton 
vient ^ prendre pour ordonnees curvilignes les hyperboles definies plus 
haut, le probleme se reduit a une simplicite inesperee. 

En efTet, sur les cercles et les ellipses les lignes isodynamiques sont 
les courbes transcendantes representees par Tequation 

[p) ;T:r55 + 6i = '- 

X est une abscisse rectiligne ordinaire comptee parall^lement a la ligne 
neutre, h est une ordonn^e curviligne comptee sur Thyperbole homo- 
magnetique, depuis le point ^tudie jusqu'si la ceinture moyenne, r est, 
dans le cas du cercle, le rayon et dans les ellipses la moitie de la ligne 
neutre, b est la distance du centre de la plaque au point oil la courbe 
isomagnetique coupe Taxe de Taimant perpendiculaire a la ligne 
neutre. 

Je termine ce travail en y ajoutant : 

i** Lay?^. 6, figurant un cercle de 3o centimetres de diametre, oil la 
ligne neutre est indiquee en toutes lettres, les hyperboles en traits 
pleins et les lignes isodynamiques en ponctue mixte. 

Ann, de Vic. Normale. a« Serie. Tome V. — Juillet 187C. 3 1 
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a" Un tableau coDteaant les Dombres correspoodaat k dix-neuf poiots 
pris sur tes regions Ics plus diverses d'un quart de TaimaDt, ces points 




sout marqo^ par des lettrea sur la figure. En regard de cbacone de ces 
lettres se trouvent les nombres qui donneni les tensions magnStiques 
d'une part, et de I'autre le resultat de la substitution des coordoan^es 
de chacuD de ces points dans le premier membre de I'^uation 

Ge resultat differe assez peu de I'unitl pour que les differences puis- 
sent reotrer dans les erreursdues ^ I' experience et au calcul toujours 
approximatif des coordonnees currilignes. 

EdBd, j'ai r^UDi dans uoe accolade tes points qui se trouveat sur une 
meme ligne isomagn^tique. 



DISTKIBUnOIl DU MAGNETISMS LIBRE SUR DES PLAQUES d'aCIER, ETC. ^43 



Tensions. 
0,75 



o 



»/ 



0,73 

1,54 
ii6o 
1,60 

a, 49 
2,58 

2,5l 

3,5i 
3,53 
3,5i 

{ 4,80 
) 4,90 

6,a5 
6,3o 
6,3i 

{ 8,12 

) 8,12 



Points Studies. 

A 
H 
K 

B 
L 
M 

C 

N 


D 
P 

Q 

E 
R 

F 
S 
T 

G 

U 



Abscisses 
do ces points. 

o 

4tOOO 
12,802 

o 

7,263 
i3,oo5 

o 

4,2^7 
13,270 

o 

7,756 
i3,4o4 

o 
4,45i 

o 

4,898 
8,537 

o 
5,255 



Ordonn^ 
hyperboliques 
de ces points. 

2 

1,892 
I ,101 

4 
3,4i5 

2,001 

6 

5,712 

3,218 

8 

7»ia9 

4,554 

10 
9,7>3 

12 

ii,5i4 
io,58o 

14 
i3,4ta 



R^sultato 

de la substitution 

de X et de A 

dans 

le premier membre 

de r^uation (/>). 



1,000 



0,959 
1,018 

1,000 
0,946 
0,975 

1,000 

0,974 
0,963 

1 ,000 
1,002 
0,945 

1 ,000 
i,ooG 

1,000 
0,985 

0,974 

1,000 
0,983 



CONCLUSION. 



Le probl^me de la distribution du magnetisme libre dans les aimants 
circulaires et elliptiques est resolu par les lois dont la recherche fait 
Tobjet de cette etude. 

Cependant je ne puis quitter la question qui vient de m*occuper sans 
remarquer que la marche que j'ai suivie peut etre susceptible de gene- 
ralisation. On peut> pour d'autres aimants que les circulaires et les 
elliptiques, rechercher les lignes homomagn^tiques, et trouver I'expli- 
cation de ces phenomenes de distribution si pen etudies et connus sous 
le nom d' influence des bords et des angles. 

Une remarque analogue peut iive faite au sujet des lignes isodyna- 
miques : remarquons que, dans le cas des ellipses, ces courbes seraient 

3i. 
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toutes des ellipses homorocales, ayant pour foyers les deux extremites 
de la ligne neutre, si Tordonnee hyperbolique h etait une ordonnee 
rectiligne y. 

Ainsi une relation intime existe enlre la forme de la courbe alge- 
brique qui termine Taimant elliptique et celle des courbes transcen- 
dantes qui son! les lignes isodynamiques, a la condition dc remplacer 
les ordonnees rectilignes par des ordoooees curvilignes comptees sur 
les hyperboles homomago^tiques. 

U ne serait peut-£tre pas temeraire d'espererpouvoirresoudre, par 
des considerations analogues, le probleme dela distribution du magne- 
tisme sur des plaques d'acier, terminees par des courbes de formes 
diverses, mais geometriquement definies. 



SUR LES 



^ m 



PROPRIETES DES CUBIOUES GAUCHES 



IT LI 



MOUVEMENT HtUCOIDAL D'UN CORPS SOLIDE, 

Par M. p. APPELL, 

J&LEYE A l'i&GOLE NORMALE SUP^RIBURB. 



\ . Depuis les travaux de Mdbius sur les cubiques gauches, ces courbes 
ont eteTobjet de nombreuses recherches, dont les plus importantessont 
celles de M. Ghasles et de M. Schr5ter. M. Chasles a montre {Journal 
de LiouviUe^ ^^^l) ^^'^^ existe, par rapport aux cubiques gauches, un 
systeme de pdles et de plans polaires, de rnSme qu'il existe, par rapport 
aux coniques, un systeme de pdles et de polaires. La demonstration des 
propriet^s de ce systeme de poles et de plans polaires fait I'objet de la 
premiere partie de notre travail. Cetie demonstration nouvelle repose 
sur ce fait que les cubiques gauches sont des courbes unicursales et 
sur I'emploi d'une relation involutive entre trois series d'elements va- 
riables X,, Xsf y^tf definie par une Equation de la forme 

AX,X,X, + B(XiX,-i-X,X, -t-X,X,) -hC(X, -hX, -i-X,) -f- D = o. 

Pour montrer Tanalogie entre ces propriet^s des cubiques gauches et 
les proprietes des poles et polaires dans les coniques, nous indiquerons 
une demonstration de ces dernieres propri^t^s, fondle egalementsur ce 
fait que les coniques sont des courbes unicursales et sur Temploi de 
rinvolution du deuxi^me ordre entre deux series d'elementsXf^Xs, de- 
finie par une equation de la forme 

AX, X, H- B (X, H- X,) H- C = o. 
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La comparaison entre ces deux demonstrations nous fera acqu^rir la 
notion d'une relation segmentaire entre deux groupes de trois points 
en ligne droite, qui semble devoir jouer> dans la g^om^trie des cubiques 
gauches, un pole analogue a celui que joue dans la geom^trie des co- 
niques la relation segmentaire appel^e division harmonique^ entre deux 
couples de points en ligne droite. 

2. Le systeme des pdles et des plans polaires, par rapport a une cu- 
bique gauche, a des propri^tes identiques aux propri^l^s du systeme 
des plans et de leurs foyers, dans le deplacementd'un corps solideenti^- 
rement libre, propri^tes qui ont et6 etablies parM. Chasles [Comptes 
renduSf i843). Gette identite de proprietes conduit a deux problemcs : 
le premier consiste k determiner les cubiques gauches correspondant 
\ un mouvement belicoidal donn^, le second ^ determiner le mouve- 
ment helicoidal correspondant a une cubique gauche donnee. La reso- 
lution de ces deux problemes fait I'objet principal de la deuxi^me Partie 
de notre travail. Nous indiquerons de plus, dans cette ^euxieme Partie, 
quelques proprietes descuibiques gauches qui noussemblent nouvelles. 
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3. Comme nous Tavons dit, la demonstration des proprietes indi- 
quees repose sur Temploi d'une relation involutive du troisi^me ordre 
entre trois series d'elements, relation d^finie par une equation de la 
forme 

(i) A>,X,X,-4-B(>,^-hX,Xs4-XiX,) H-C(X,-4-X,-hX,)-4-D = o. 

Nous montrerons d'abord comment on peut deduire les proprietes des 
poles et des polaires dans les coniques de la consideration de Tinvo- 
lution du second ordre entre deux series d'elements, definie par une 
equation de la forme 

(a) AX,X, + B(X,-4-X,)4-C = o 
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et Dous suivrons eDsuite pour les cubiques gaudies une marche tout a 
fait analogue. 

DoDDons d'abord une interpretation g^ometrique de ces deux rela- 
tions (i) et (2). Considerons une droite Ox et supposons que les para- 
m^tres X| et X, de la relation {2) repr^sentent les abscisses de deux 
points M«> Ma de la droite; sur la droite Ox il y a alors deux points 
doubles M' et M"", dont les abscisses X' et X'' sont les racines de Tequation 

AX»-+-aBX-hC=o, 
d'od 

X'-f-X^=-^, X'X-'=^. 

A A 

I 

La relation (2) pent s'ecrire en remplagant ^ et -rf^T leurs valours 

2X,x,- (X, -h x.) (X' 4- r) ■+- iivr= o, 

ou 

(X.-X')(X,-X'') -h (X.-X-^) (Xa^X') = o, 

ou encore 

MiM'«MtM'''+ M|M .MsM =Oy 

relation qui montre que les deux points M« et M2 sont conjugues har- 
moniques par rapport aux deux points M', M''. Cette signification g6om6- 
trique de la relation (2) est bien connue; nous ne I'avons etablie ici que 
pour montrer d*une maniere analogue la signification g^ono^trique de 
la relation (i). Considerons, en effet, une droite Oo? etsupposons que 
X|» X3, X, repr^sentent les abscisses de trois points Mo Ma, M, de la 
droite. Sur la droite Ox il y a alors trois points triples, M^ M"", M'", dont 
les abscisses X^ X'\ X*' sont les racines de T^quation 

AX» H- 3BX» -+- 3CX -♦- D = o 
d'oii 

X'4-r-Hr=:_!l, X'X''4-Xa-'H-X-'X'=^, X'X-'X-'rr-^. 

La relation (i) peut alors s'^crire 

3X,X,X,- (X,X,H- 1,1, + 1,1,) (V+ X'-f- X") 

+ (X, + X,H-X,)(VX'4-X''X'4-Xn')- 3VX'X-=:o, 
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ou bien 

(x,-x'){x,-x-'){^-r)-i-(Xt~x')(x,-r)(x,-v) 

et enfin 

(3) M,M^M,M^M,M-'-4-M,M^M,M^M,M'^-M.M^M,M'.M,M^=o, 

ce qui donne la signification geometrique de la relation (i). 

II semble que cette relation geometrique entre deux groupes de trois 
points doive jouer dans la g^ometrie des cubiques gauches le ineme 
role que la division harmonique dans la geometrie des coniques. Re- 
marquons la forme particuliere que prend la relation (3) quand deux 
des points M^ Ma, M, coincident. Supposons que M, coincide avec M^: 
la relation (3) s'ecrit alors 

mais 

M.M =:M,M,4-M,M', 

En substituant a la place de M^ M', M| W\ M| M*" ces valeurs, on voit que 
Ton a 

3 I I I 

== »- 



Le point M« est done alors le centre des moyennes harmoniques du 
point Ma par rapport aux points triples M', M", M"'. 

Si trois points variables d'une droite M|, Ma, M, verifient la rela- 
tion (i), ou, ce qui revient au meme, la relation (3), nous dirons que 
ces trois points forment une involution du troisieme ordre ayant les 
points M', M'\ M"" pour points triples. Dans une pareille division, on 
pent choisir arbitrairement deux des points, Ma, Ms, par exemple; le 
troisieme point M^ est alors determine; il y a de plus reciprocity entre 
les trois points homologues M^, Ma, M,. Nous verrons plus loin quel- 
ques autres proprietes de cette involution du troisieme ordre. 
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4. Voyons maintenant comment on pourrait etablir la theorie des 
pdles et des polaires dans les coniques. Une courbe du second ordre est 
une courbe unicursale; en d*autres termes, on pent exprimer les coor- 
donnees d*un point de la courbe en Fonction d'un param^tre par des 
equations de la forme 

__ al' -h bl -^ c ^ g^'-f- b'^-hc' 

A cbaque valeur de X correspond un seul point de la courbe, et a 
cbaque point de la courbe correspond une seule valeur de X. Nous 
dirons que deux series de points M^ M^ de la conique sont en involu- 
tion si a un point M| de la premiere serie correspond un seul point M, 
de la deuxieme, et s'il y a reciprocite. Soient X| etXs les valeurs du pa- 
rametre correspondant aux points M,, M2; il y a evidemment entre ces 
deux parametres une equation de la forme 

{2) AX,>,-4-B(>. 4-Xa)-f-C = o. 

II est clair qu'en joignant les points homologues M^, M2 de I'involu- 
tion a un point fixe de la conique, on forme autour de ce point deux 
faisceaux de droites 0M|, OM2 en involution. Une pareille involution 
de points sur une conique est determinee par deux couples de points 
homologues, car la relation (2) ne contient que deux constantes arbi- 
traires. Nous dirons de meme que deux series de droites tangentes a 
une conique forment une involution, quand a une tangente de la pre- 
miere serie correspond une seule tangente de la deuxifeme, etqu'il y a 
reciprocite. Les points d'intersection des tangentes homologues avec 
une tangente fixe de la conique forment sur cette droite une involu- 
tion. Une involution de tangentes est determinee par deux couples de 
tangentes homologues. II est evident que les tangentes a une conique 
aux points homologues de deux series de points en involution sur la 
conique sont des tangentes en involution, et, reciproquement, que les 
points de contact des tangentes homologues de deux series de tangentes 
en involution sont des points en involution. 

Les droites passant par un point fixe coupent une conique en deux 
series de points en involution; et, comme une involution est determi- 
nee par deux couples de points homologues, on voit que les droites joi- 
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gnant les points homologues de deux divisioDS en involution sur une 
conique passent par un point fixe. De m6me, les tangentes menses a 
une conique des differents points d'une droite fixe forment deux series 
de tangentes en involution, et, reciproquement, les points d*intersec* 
tion des droites homologues de deux series de tangentes en involution 
son! sur une droite fixe. 

De ce qui precede il resulte immediatement que, si d'un point fixe P 
on mene des secantes k une conique, et si Ton m^ne les tangentes aux 
deux points d'intersection avec la conique de chacune de ces secantes, 
le lieu du point d'intersection de ces tangentes sera une droite, la droite 
des contacts des deux tangentes menses du point P k la conique; et, r^ 
ciproquement, si de cbaque point d'une droite fixe D on m^ne les deux 
tangentes a une conique, les droites joignant les deux poidts de contact 
passent par un point fixe, intersection des tangentes k la courbe aux 
points oil elle est rencontree par la droite D. Ces deux th^orfemes ren- 
ferment toute la theorie des pdles el des polaires. Nous allons 6tablir 
pour les cubiques gauches deux theor^mes analogues. 

5. Une cubique gaucbe est, comme on salt, Tintersection de deux 
surfaces du second ordre ayant une generatrice commune. Une cubique 
gauche est une courbe unicursale, c'est-a-dire que les coordonnees d'un 
point de cette courbe peuvent s'exprimer rationnellement en fonction 
d'un parametre. 

En efiet, prenons deux points tixes A €ft B sur la courbe; un plan 
passant par la droite AB coupera la courbe en un seul point variable 
dont les coordonnees seront, par suite, des fonctions rationnelles du 
parametre dont depend la position du plan. Ces fonctions rationnelles 
sont evidemment du troisieme degre : 

^'^ aX* -f- (3X» H- yX + a ' 
^ '^ aX> -h pX> -I- yX 4- d ' 
^~" aX» -f- pX' 4- yX -h 3 

D'ailleurs toute courbe definie par des Equations de cette forme est 
une cubique gauche; en elTet, il est ais^ de s'assurer qu*en joignant un 
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point fixe de cette courbe a tous les points de la courbe on forme uu 
edne du second ordre. 

Nous dirons que trois points variables M«, M^, Ms de la cubique 
forment une involution du troisieme ordre si, deux d'entre eux etant 
choisis arbitrairement, M| et Ma par exemple, le troisieme M, est par- 
faitement determin^t et s'il y a r^ciprocite entre les trois points M|. 
M2» M,. Comme k un point M de la cubique il ne correspond qu'une 
valeur du parametre X, et qu'^ une valeur de ce param^tre il ne corres- 
pond qu*un point de la courbe, on voit que les trois parametres X|, X^, 
X,, correspondant k trois points M|, M2» M| en involution, sont lies 
par une relation symetrique du premier degr6 par rapport a cbacun 
d'eux. Cette relation est de la forme 

(i) AX,X,X, 4- B(X,X, -h X,X, + X,X,) -h C(X, h- X, 4- X,) 4- D = o. 

Dans cette involution de trois points M^, Ms^ M, sur une cubique, il 
existe trois points triples, c'est-k-dire trois points pouvant chacun etre 
consideres comme trois points homologues confondus. En efTet, si les 
trois points M|, Mat M, sont confondus avec le point M, on a 

done 

AX»-h 3BX*-h3CX-r D = o. 

Les trois racines X', X", X"* de cette equation donneront les trois points 
triples M', M% M". 

11 est essentiel de faire remarquer que les points triples sont trois 
points homologues de Tinvolution. On a, en efiet, 

d'oii il resulte que Ton a aussi 

AXa"X«'-r- B(X'X''-4- X'^X'^- X'^'X') -h C(V-h X^-h X-') 4- D =0. 

Remarquons aussi qu'il existe deux points N| et N2 sur la' courbe dont 
rhomologue N9 est indetermin^e. Ce sont les deux points dont les pa- 
rametres |X| et iii verifient les deux equations 

A[X^llt-\-B(llt-h fJLt) 4-C=i:0, 
B|Ul||Uta4-C(fX|4- |Ul«) -f-D=:o 

3a. 
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ou TequatioD unique 

^>( /VC - B>) -h /x( AD - BC) -h BD - 0= o. 

On voit que, si les deux valeurs jx, et fXa sont imaginaires, les trois va- 
leurs X', X", X" correspondant aux points triples sontreelles. Si, au con- 
traire, /jl, et /jlj sont reels, une seule des valeurs X', X", X*' est reelle. 

6. Etant donnee sur la cubique une involution de trois points Mf, 
Ma, M,, considerons une corde D de la cubique, c*est-a-dire une droite 
s'appuyant en deux points sur la courbe. Les plans (DM,), (DMa),(DMs) 
determines par la droite D et les trois points variables M,, M,, M, for- 
ment une involution du troisieme ordre, ce qui signiiie qu'ils deter- 
minent sur une transversale quelconque des points m,, m,, m^ formant 
sur cette transversale une involution du troisieme ordre comme nous 
Tavons deBnie. 

Soient M', M", M"' les points triples de Tinvolution sur la cubique; 
les trois plans (DM'), (DM"), (DM"') coupent la transversale consideree 
en trois points m\ w!\ wT^ qui sont les points triples de Tinvolution 
formee sur cette droite par les points m,, m^^ m^. On a done la rela- 
tion suivante : 

w, m\ m, nf, niim'^ ■+■ nix ni" , m, m'*'. m, m! -\- m, m'". m, m'. mint" = o. 

On deduit de la la relation suivante entre les difedres formes par les 
trois plans variables (DM,), (DMj), (DM,) et les trois plans fixes (DM') 

(DM"), (DM") : 

( sinM,M'sinM,M"sinM,M*'4-sinM.M^sinM,M'''sinM,M' 
^^^ \ +sinM.M'"sinM,M'sinM.M''=o, 

sinM,M' designant le sinus du diedre des plans (DM,), (DM'),... et 
ainsi des autres. 

Cela pose, remarquons que les trois points d'intersection M,, Mj, M, 
d'une cubique avec un plan variable passant par un point fixe P for- 
ment sur la cubique une involution du troisieme ordre. En efiet, deux 
des points M, etMa etant choisis arbitrairement sur la courbe, le plan 
(DMfMs) coupe la cubique en un troisieme point M, parfaitement de- 
termine, et il y a reciprocite entre les points M,, Ma* M,. On pourrait 
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aussi venher que, en prenant 

fixe et cherchanl les trois valeursdu parametre correspoodant aux trois 
points d'interseclion de ce plan avec la cubique. on a entre ces valeurs 
une relation de la forme indiquee (i). 

Un point triple d'une pareille involution est evldemmcnt le point de 
contact d'uii plan osculatcur k la courbc menc par le point dotine. 
Comme il y a trois points triples et que ces points triple:^ sonl trois 
points liotnologues de I'involution, on pent mener par le point P trois 
plans osculateurs a la coiirbe et les trois points de contact sont sur un 
plau passant par le point P. Voyons aussi quels sonl les deux points N, 
ctNidecclte involution dontl'liomologue est indetermine. Deux points 
N,, N, etant choisis sur la courbe, teur bomologue N, est indetermine 
en meme temps que le plan PN.Nj. Or ce plan n'est indetermine que 
si les trots points P, N,, N, sont en ligne droltc; done, par un point P 
on peut toujours mener une droite PN, N, s'appuyant en deux points 
N, el N,, reels ou imaginaircs, sur la courbe. II resulte de plus, de la re- 
marque faite i) la tin du ii° 5, que, si les deux points N, et N^ sont ima- 
ginaircs, les trois points de contact M', M", M* des plans osculateurs 
menes a la cubique par Ic point P sont reels, et que, si les deux points 
N, et N, sont reels, un seul des trois points M', M", M" est reel. 

Reciproquement, elant donnee une division en involution sur une 
cubique les plans determines par trois points bomologues M,, M3, M,, 
passenl par un point fixe P. Cela resulte de ce que la relation involu- 
tive (i) ne contient que trois constantes arbitraires, de sorte que la 
division est d6tcrmince par trois ternes de points bomologues. Alors, 
elant donnes trois ternes de points bomologues et le point P d'inter- 
seclion de leurs plans, I'involution qu'ils delerminent coincide force- 
raent avec celle que Ton obtient en coupant la courbe par des plans 
menes par le point P. 



7. Nous dirons aussi que trois plans osculateurs variables/),, p-i, pi 
d'une cubique gaucbe sonl en Involution si, deux d'entrc eux etant 
cbolsis arbitrairement,/*, el/)i par exemple, le Iroisieme />, est deter- 
mine, et s'il y a reciprocite entre les trois plans /),,/Ja,/73. II y a alors 
entre les parametres qui delerminent ces plans, c'est-a-dire entre les 
paramelresde leurs points de contact, une relation de la forme (i). Cela 
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revient k dire que les points de contact de trois plans osculateurs va- 
riables en involution sont trois points formantune involution, et que 
les plans osculateurs en trois points variables en involution sont des 
plans formant une involution, ce qui est evident. Dans une pareille 
involution de plans il y a trois plans triples //, p'^p" qui sont en ra^me 
t;emps trois plans homologues de I'involution. 11 y a aussi deui plans 
osculateurs dont Thomologue est ind^termin^. 

Gonsid^rons une droite fixe D, intersection de deux plans oscula- 
teurs tixes de la cubique q^ , 9^3. D*un point quelconque M de cette droite 
on ne pent mener qu'un plan p osculateur ^ la cubique, difTerent des 
plans fixes q^ et ^2* Done trois plans homologues, p^ , p,, /)« de Tinvolu- 
tion coupent la droite D en trois points variables, M|, Mat Mt formant 
sur cette droite une involution du troisieme ordre. Les points triples 
de cette involution sont les points M', M"", M^ oil la droite D est couple 
par les plans triples p\ p\ p'^. On a done sur la droite D la relation seg- 
mentaire (3). 

Les plans osculateurs menes k la cubique d*un point variable d'on 
plan fixe P sont trois plans en involution. En efiet, deux plans oscula- 
teurs p^ et p^ etant choisis arbitrairement, leur droite cl*intersec- 
tion coupe le plan P en un point d'ot Ton ne pent mesurer qu'un troi- 
sieme plan p^, osculateur a la cubique. De plus, il y a reciprocity entre 
les pland/7|,/72,/'3. Les plans triples d'une pareille involution sont les 
plans osculateurs a la cubique aux trois points oil elle est rencontr6e 
par le plan P. Ces trois plans osculateurs se coupent en un point du 
plan P, car les plans triples sont trois plans homologues. Les deux plans 
dont rhomologue est indetermin6 sont deux plans osculateurs, tels que 
leur droite d'iaterseclion soitsituee dans le plan P; done, etant donn^ 
un plan P, il y a toujours deux plans osculateurs se coupant suivant 
une droite du plan. Ces deux plans osculateurs sont r^els si le plan P 
coupe la courbe en un seul point reel; imaginaires si le plan P coupe la 
courbe en trois points reels. 

Etant donnas des plans osculateurs d'une cubique en involution, le 
lieu des points d'intersection de trois plans homologues est un plan. 
Cela resulte de ce qu'il suffit de trois ternes de plans homologues pour 
determiner Tinvolution. Alors, ^tant donnas trois ternes de plans ho- 
mologues et le plan P passant par leurs trois points d'intersection, Tinvo- 
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lution que determincnt ces Irois ternes de plans coincide avec celle que 
Ton obtient en menaal les plans osculaleiirs k la cubique des dilferents 
points du plan P. 

8. Nous appelons plan polaire p d'un point P le plan passant par les 
points de coniacl des tro'is plans osculaleurs menes a la courbe par If 
point P. D'apres ce qui precede, le plan polaire /» d'un point P passf 
par ce point. Nous appelons de nieme pdle d'unplan p\Q point de con- 
cours P des plans osculaleurs a la cubique, aux trois points ofi elle est 
renconlree par le plan/i. Le pole d'un plan est sur ce plan. 11 r^sulte des 
theoremes precedenimenldemontres que, si un plan variable passe par 
un point fixe P, son pole decril le plan polaire p du point P; etque, si 
un point variable decrit un plan fixe p, son plan polaire passe par un 
point fixe P, pole du plan/?. Le plan polaire d'un point de la cubique est 
le plan osculaleur en ce jiolnt, et le pole d'un plan osculateur est le 
point de contact. 

Soil une droite D, intersection de deux plans p et p' ; soil A la droitc 
joignant les poles P et P' de ces plans. Si nous prenons un point M quel- 
conque sur la droite D, comrne ce point se Irouve k la fois dans le.s 
deux plans/) et/)', son plan polaire passera a la fois par les p61es P et P' 
de ces plans, il passera done par la droite A. Si, au contraire, nous pre- 
nons un plan quclconque passant par A, ce plan, passant a la fois par 
les poles P etP' des deux plans/) et/)', aura son pole sur I'intersection 
de ces plans, c'esl-a-dire sur la droite D. Inversenicnt, le plan po- 
laire d'un point quelconque de A passe par D el le pole d'un plan quel- 
conque passant par D se Irouve sur A. Les deux droites D et A fomient 
un couple de droites conjuguees par rapport a la cubique. Par exemple. 
une droite joignant deux points de la courbe et la droile intersection 
des deux plans osculaleurs en ces points forment un couple de droites 
conjuguees. 

II est evident que, si une droite decrit un plan, sa conjuguee passe 
par le pole du plan; et, reeiproquement, si une droite passe par un point 
fixe, sa conjuguee est situee dans le plan polaire du point. 

9. Chercbons le lieu des poles des plans paralleles a un plan fixe. De 
pareils plans peuvent etre conslderes comme passant par une meme 
droite eloignee indefmiinenl; le lieu de leurs piles est done une droite. 
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Appelons cette droite le diametre conjugud de la direction commune 
des plans paralleles. Tous les diametres sont paralleles. Pour le de- 
montrePt il suflit de faire voir que, quelle que soit la maniere dont un 
plan s'eloigne indefiniment,lepdle du plan s*eloigne kTinfini^toujours 
dans la meme direction. Le pole d'un plan est le point d'interseclion 
des plans osculateurs aux points oil le plan coupe la cubique. Quelle 
que soit la maniere dont un plan s'eloigne a Tinfini, les plans oscula- 
teurs aux points oil il coupe la cubique tendent vers trois plans limites 
qui sont les plans osculateurs a la cubique, aux points a Tinfini de cette 
eourbe. Ces trois plans osculateurs sont paralleles a une meme direc- 
tion, car le pole d'un plan eloigne indefinimentest a Tinfini, et cette 
direction est celle suivant laquelle le pole du plan considere est alle a 
rinfini. Elle est done independante de la maniere dont le plan s*est 
eloigne indefiniment. Par chaque point del'espace il passe un diametre 
conjugue du plan qui a son pole en ce point. 

Parmi tous les diametres d'une cubique, il en est un seul qui est per- 
pendiculaire a la direction de son plan conjugue : ce diametre est Taxe 
de la cubique. Nous arrivons ainsi a ce resultat important qu'uue cu- 
bique possfede un axe. Nous verrons plus loin suivant quelles lois 
simples les elements de la eourbe sont distribues autour de cet axe. 

10. II pent arriver qu'une droite soit a elle-meme sa conjuguee, 
c'est-a-direqu'une droite D coincide avec sa conjuguee A. Gherchonsles 
proprieles de cesdroites. Pour qu*une droite soit a elle-meme sa con- 
juguee, il suflit que le p&le d'un plan/? passant par la droite soit sur la 
droite. En effet, menons par la droite un autre plan quelconque; ce 
plan passant par le poledu plan/? aura son p6le dans ce plan, mais il 
contient son pole; ce pole ne pent done etre situeque sur la droite don- 
nee, intersection du plan/? et du plan mene par la droite. La droite est 
done bien alors le lieu des poles dos plans qui la contiennent. 11 resulte 
de ce qui precede que Ton pent dire aussi : pour qu*une droite soit k 
elle-meme sa conjuguee, il suffit que le plan polaire d*un point de la 
droite passe par la droite. L'une quelconque de ces deux conditions 
est evidemment necessaire. 

Par chaque point de I'espace il passe done une infinite de droites qui 
sont a elles-memes leurs coojuguecs; toutes ces droites sont dans le plan 



SUR LES PROPRIJ^TtS DES CUBIQUES GAUCHES, ETC. 2^*] 

polaire du point. DaDS chaque plan de I'espace il se trouve une infinite 
de droites conjugates d'elles-mSmes : ces droites passent toutes par le 
p6le du plan. 

Une droite qui rencontre deux droites conjuguees D et A est a 
elle-meme sa conjuguee. En efiet, le pdle du plan determine par 
la droite donnee et par la droite D, par exemple, est h Tintersection de 
ce plan avec la droite A, c'est-adire sar la droite donnee, ce qui suffit 
pour que celle-ci soit a elle-mSme sa conjuguee. Reciproquement, si 
une droite est conjuguee d*elle-nieme, et si elle rencontre une droirte D, 
elle rencontre sa conjuguee A. En effet, le plan determine par la droite 
donnee et par la droite D a son pdle a la fois sur la droite donnee et 
sur A; done ccs deux droites se rencontrent. II resulte de la que deux 
droites quelconquesD, D' et leurs conjuguees A, A'sont quatre genera- 
trices d*un meme hyperboloide. En effete considerons I'hyperboloide 
defini sur les trois droites D» D', A. Une generatrice de cette surface 
rencontrant les deux droites D et A est a elle-meme sa conjuguee; elle 
rencontre aussi D^ et» comme elle est a elle-meme sa conjuguee, elle 
rencontre A' conjuguee deD'. La droite A' est done sur rhyperboloide. 

Si une droite rencontre Taxe principal d*une cubique et lui est per- 
pendiculaire, elle est a elle-meme sa conjuguee. En effet, menons par 
une pareille droite un plan pcrpendiculaire k Taxe principal; le pole 
de ce plan sera h I'intersection de ce plan avec I'axe, c'est-a-dire sur la 
droite considered ce qui suffit, comme on Ta vu, pour que celle-ci soit 
conjuguee. II resulte de laquele plan polaire d'un point contient la pcr- 
pendiculaire abaissee de ce point sur Taxe. En particulier, le plan oscu- 
lateur en un point d*une cubique gauche contient la pcrpendiculaire 
abaissee de ce point sur Taxe de la courbe. Comme autre consequence 
du theoreme precedent, remarquons qu'un plan pcrpendiculaire a 
Taxe rencontre deux droites conjuguees D et A et Taxe lui-m£me en 
trois points en ligne droite. En efTet, la droite joignant le point d*in- 
tersection du plan avec Taxe au point d'intersection avec la droite D 
est a elle-m£me sa conjuguee; elle rencontre done A. 

Cette consequence pent encore s*enoncer de la manifere suivante. 
Par deux droites conjuguees par rapport a une cubique D et A et Taxe 
de la courbe, on pent faire passer un paraboloide dont les generatrices 
sont perpendiculaires ^ i'axe. Mais, dans un paraboloide, trois genera- 
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trices d*un meme systfeme sont paralleles a un meme plan; d*oii il 
resuUe que la perpendiculaire commune entre la droite D et Taxe est 
perpendiculaire h la droite A; d*ailleurs cette droite rencontre A. Done 
la perpendiculaire commune a deux droites conjuguees rencontre Taxe 
et lui est perpendiculaire. 

ll. Cinq droites choisies arbitrairement peuvcnt toujours etre cons^i-' 
derees comme cinq droites conjuguees d*elles-memes par rapport k une 
certaine cubique gauche. En effet, nous verrons plus loin que Tequa- 
tion du plan polaire d'un point par rapport k une cubique gauche co&t 
tient cinq constantes arbitraires. En exprimani que cinq droites sont 
conjuguees d*elles-memes, on a cinq Equations de condition qui deter^ 
minent ces cinq constantes. Les equations etant du premier degre, le 
systeme des poles et des polaires est entierement determine quand on 
connait cinq droites conjuguees d'elles-memes. 

Yoyons comment on pourra construire geom^triquement le p6le 
d'un plan, on le plan polaire d*un point. Si, parmi les cinq droites 
donnees, nous en cboisissons quatre, les deux droites D| et A|, qui 
rencontrent ces quatre droites, sont deux droites conjuguees par rap- 
port a la cubique. Nous savons en effet que, si une droite rencontre une 
droite conjuguee d*elle-meme, sa coujuguee la rencontre aussi; dans 
le cas present, la droite D| rencontre quatre droites conjuguees d*elles^ 
memes : sa conjuguee les rencontre done aussi; elle coincide done 
avec Af. Si nous associons d'une autre maniere quatre des cinq droites 
donnees, nous obtenons deux nouvelles droites conjuguees D2 et A,. 
Pour avoir alors le plan polaire d'un point P, il suffit de mener par ce 
point deux droites, Tune rencontrant D| et Af, Tautre D^ et As* Le 
plan de ces deux droites est le plan polaire du point P. 

Pour avoir le pole d*un plan p, il sufQt de mener deux droites de ce 
plan rencontrant. Tune D4 et A4, 1'autre D^ et A,; ces deux droites se 
coupent en un point qui est le pole du plan p. Du moment que Ton sait 
construire le plan polaire d*un point donne et le pole d'un plan donne, 
on sait construire la conjuguee d^une droite donnee, ainsi que les 
droites conjuguees d'elles-mSmes. 

Yoyons enfin comment on determinera Taxe de la cubique. Pour 
cela, considerons deux couples de droites conj uguees D, et A| , D, et A^. 
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La perpendiculaire commune d^ a D| et A4 rencontre Taxe cl lui est 
perpendiculaire; de mSme la perpendiculaire commune d^ k D, et A3 
rencontre normalement Taxe : cet axe est done la perpendiculaire com- 
mune k d^ et ^2* 

12. Cherchons maintenanl la forme de Tequation du plan polaire 
d*un point. Soiento?, j^, z les coordonnees courantes; x^^y^, z^ les coor- 
donn^es du p61e; I'equation cherchee doit etre lineaire en a?, , v, , z, , car, 
si Ton pose a? = a, j = 6, z = c, on doit avoir pour le lieu du point 
(•^iji^i) un plan, le plan polaire du point [ahc), L'equation la plus 
g^n^rale lineaire en xyz^ x^y^z^ est 

( Aj:, -+- Bj, + Cz, -f- 1)) or -4- [K'x, -f-B'j. + C'z, H- Wy] 

Mais, comme le plan polaire d'un point contient ce point, cette equa- 
tion doit etre verifiee par 

x = x,y y=yx, z — z,; 
il faut done que Ton ait 

A=ro, B'=:0, C^=rO, D^=: O, 

B-4-A'=o, C-4-A"=o, C'-+-B"=:o, 

D-f-A-'rzrO, D'-4-B-'=0, D'M-CzirO. 

Posons 

-B = A'r=:y, C= — A"=p, ~C'=:B"^a, 
D = — A*'^ a, D'= - B^= 6, D"=: — (7=^ c ; 

r^quation est alors 
ou bien 

Comme le lieu des pdles des plans passant par un point fixe est le 

plan polaire du point, il faut que Tequation soit sym^trique en xyz, 

^1^1 ^if ce qui a lieu dans T^quation pr^cedente. On pent, en efiet, la 

33. 
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mettre sous la forme suivante, ou la symetrie est en evidence : 

Voyons ce que devient cette Equation si Ton prend pour axe des z un 
diametre de la cubique, el pour plan des xy le plan conjugue de ce dia- 
m^tre. II faut, dans ce cas, que Tequation du plan polaire d*un point 
de Taxe des z se reduise a z = z^. Or» en faisant dans Tequation 
•^1 =7i = ^>. elle devient 

^ZxX — aZxy-^- ax -f- by*-^ c(-8 — z,) =o. 

Pour que cette equation se reduise a 2 = 2,, il faut 
L'equation du plan polaire du point [oc^y^z^) devient alors 

xy, —yxx — /r(2 — z.) = o, 

en posant 

y 

Supposons, en particulier, que Ton ait pris pour axe des z Taxe de 
la cubique. Les coordonnees sont alors rectangulaires. Soit 

xy^—yx, — A-(z — z,)=:o 

Tequation du plan polaire du point (^iji^i). La forme meme de cette 
equation nous permet de faire une remarque tres-importante. Cette 
equation, en efiet, ne change pas si Ton transporte I'origine des coor- 
donnees en un autre point de Taxe Oz, car il n'y entre que la difference 
[z — Z|). EUe ne change pas non plus si Ton fait tourner le systbme 
des axes coordonnes autour de Oz, car alors z et z^ ne changent pas, et 
la difference xy^ —yx^, que Ton pent consid6rer comme le moment 
d'un certaine force par rapport a Oz, reste invariable. Done le systfeme 
des poles et des plans polaires par rapport k une cubique se superpose 
a lui-meme si on le fait tourner autour de Taxe de la cubique ou glisser 
le long de cet axe; ou bien, en d'autres termes, le systfeme des p6les et 
des plans polaires par rapport a une cubique reste le meme si Ton fait 
tourner la cubique autour de Taxe et si on la transporte parallelement 

■ 

a cet axe. 
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13. II resuUe de la que, pour etudier la position des plans polaires 
des difTerents points de Tespace, il sufiit de voir comment varient les 
plans polaires des difTerents points d'une perpendiculaire a Taxe, per- 
pendiculaire que nous pouvons toujours supposer etre Taxe des x. 
Cherchons Tequation du plan polaire d*un point de Taxe des x ayant 
pour coordonnees 

y, = 0, z, = o, Xx = Xo. 

Cette equation est 

Elle montre que le plan polaire passe par Taxe Ox, ce que nous savions 
dej^, et que Taxe de ce plan fait avec Taxe de la cubique Oz un angle £ 
donne par la relation 

lange = - J. 

La tangente de Tangle que fait Taxe du plan polaire d'un point avec 
Taxe de la cubique est done proportionnelle k la distance de ce point a 
I'axe. En particulier, la tangente de Taxe du plan osculateur a la cu- 
bique en un point avec Taxe de la courbe est proportionnelle k la dis- 
tance de ce point a Taxe. 

D'apres ce que nous avons vu, si Ton prend pour axes de coordon- 
nees un diametre et son plan conjugue, Tequation du plan polaire 
conserve la forme 

xj-i — yxt — /r' ( z — Zi ) = o. 

Voyons quelle relation il y a entre ce parametre k' et le parametre k, 
qui se rapporte a Taxe de la cubique. Pour cela transportons les axes 
parallelement a eux-memes au point 

puis prenons pour nouveau plan des xy le plan ayant son pole en ce 
point, ce qui revient simplement a faire tourner Taxe desy dans le nou- 
veau plan des zy d'un angle t. Les formules de transformation sont 

x=:x''hX9f z =z z'-hy' sinSf y=y' cost. 

Kn substituant dans Tcquation 

x^-4 — jx. -^/r(z — z,) =0, 
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nous avons 

[xy\ —y''x\] cose -+- x.iy, —/) cose — k(z'— z\\ 4- h (/', -y) sine = o. 

Mais tangfi = — ^; le terme {y\ — y') disparait, et il rcste Tequation 



k 



x'y\ — Y'x\ (z' — 2M=o. 

•^ ' "^ * cose ^ 



On voit done que Ton a 



cose 



Le parametre k est le meme pour tous les diametres egalement dis- 
tants de I'axe; il estle plus petit possible pour Taxelui-meme. 

14. Cherchons les equations de la droite conjuguee d'une droite 
donnee. Soient 

X = az -^ p, x^= bz -h q 

les equations d'une droite D. Pour avoir les equations de la droite con- 
juguee A, il suffit de prendre I'equation du plan polaire du point 

x = py r=g, 2 = o, 

et celle du plan polaire du point 

2 = 00, — = a, — = o, 

z z 

On a ainsi les equations 

qx ^ py — A'z = 0, bx — ajr -+- <•= o 
ou bien 

Appelons r la distance de la droite D a Taxe, p la distance de la droite 
A a Taxe; (DZ) Tangle de la droite D avec Taxe, (AZ) Tangle de A avec 
Taxe. On a 
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d'ou 



2 



.Mais on a aussi 



done 



lang'i AZ = r-r - 






lang'i AZ: = - ou rlang(AZ) = k 



etf par raison de symetrie, p tang(DZ) = k. 

Ainsi Tangle d'une droite avec Taxe ne depend que de la distance 

de 8a conjuguee a I'axe. En particulier, si les deux droites conjuguees 

sont reclangulaires, on a, parce qu'elles sont paralleles a un plan paral- 

lele k Taxe, 

lang(DZ)lang(AZ)inri; 

done, pour de pareilles droites, 

rp = A*. 

Ainsi le produit des distances a i'axe de deux droites eonjuguees rec- 
tangulaires est constant. 

Cherebons enfin la condition pour que la droite D soit conjuguee 
d'elle-mSme : cette condition s'obliendra en exprimant que la droite D 
coincide avec sa conjuguee A. Elle est done 

pb — aq -\- k -z o ; 

dans ce cas, on a 

rlang(DZ} = /r. 

Le produit de la distance a I'axe d'une droite conjuguee d'elle-meme 
par la tangente de Tangle qu'elle fiiit avec Taxe est constant. Ce theo- 
reme s'applique en particulier aux tangentes de la eubique gauche 
qui sont toutesdes droites conjuguees d'elles-memes. 
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DEUXIEME PARTIE. 

15. Nous avons ainsi etabli dans la premiere Partie les proprietes 
des poles et des plans polaires (P, p) par rapport a une cubique gauche. 
On connait d'un autre .c.6te (Chasles, Comptes rendus, i84'i) les pro- 
prietes d'un sysleme de plans/?' et de points F obtenu en faisant cor- 
respondre a un point P' d'un corps solide en mouvement le plan p' 
mene par ce point perpendiculairement a sa vitesse, et a un plan p' Ic 
point P' dont la vitesse est perpendiculaire au plan. La comparaison 
des proprieteis des systemes (P,/?), (P'»/^') montre qu'il y a identite 
complete entre ces proprietes. Nous sommes ainsi conduit a nous poser 
deux problemes. 

Le premier consiste, ^tant donne le mouvement hel^oidal d'un 
corps solide, a determiner les cubiques pour lesquelles le systfeme des 
poles et des plans polaires (P>/>) coincide avec le systeme des points P' 
et des plans p' relatif a ce mouvement. Dans le deuxieme nous nous 
proposons, etant donnee une cubique gauche, de determiner un mou- 
vement helicoidal tel que le systeme des points P' et des plans />' relatif 
a ce mouvement coincide avec le systeme des poles et des plans polaires 
(P9/7) par rapport a la cubique donnee. 

16. Resolvons d'abord le premier probleme : 

Etant donne un mouvement hilicoidal, determiner les cubiques gauches 
correspondantes. 

Prenons, pour simpliGer, pour axe des z Taxe du mouvement heli- 
coidal. Soit y la vitesse de translation le long de cet axe, u la vitesse 
angulaire de rotation autour de Taxe. L'equation du plan/?', ayant son 
pole P' au point (it?|j^, a,), sera 

xxi —yx, (2 — 2,) = 

Ot) 

ou 

en posant 

0) 
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On voit que I'axe du mouvement belicoidal est I'axe principal do 
toutes les cubiques qui lui correspondent, et que le parametre ky relatif 

a toutes ces cubiques, est le rapport -• Considerons une de ces cu- 
biques : la vitesse d'un de ses points [x^y^ z) doit etre normale au plan 
osculateur en ce point, la vitesse de ce point ayant pour projections 
— &)j, 0)0?, V, on doit avoir 

dyd^z — dzd}r dzd^x -— dxd^z dxd^r — dyd^x 

— (k)^* OiX V 

Ces conditions peuvent se remplacer par les deux conditions sui- 
vantes : 

1 xdx — X^^ "^ — dz ^ o, 
f xd^X—j'd^x-i d^z=o; 

mais la deuxieme de ces conditions est une consequence de la pre- 
miere. Les cubiques cherchces doivent done verifier I'equation difie- 
rentielle (i), et toutes les cubiques satisfaisant a cette equation diffe- 
rentielle repondent a la question. Remarquons en passant que toute 
courbe v6rifiant Tequation differentielle (i) est telle que, si on la sup- 
pose liee a I'axe, la vitesse de chacun de ses points est normale au plan 
osculateur en ce point, et que chacune de ses tangentes est conjuguee 
d'elle-meme. Chacune de ces courbes pent done servir k definir le sys- 
tfeme des points et des plans (P,/>). Comme il n'y a qu'une equation 
differentielle, on peutchoisir arbitrairement la projection d'une de ces 
courbes sur le plan des ary^ I'equation (i) donne alors z par une inte- 
grate. L'expression {xdy—ydx) represente le double de la differen- 
tielle de Taire S decrite par le rayon vecteur allant de Torigine des 
coordonnees a un point variable de la projection de la courbe sur le 
plan desxy. L'equation (i) pent done s'ecrire 

V 

arfS H — dz = o. 

Done, pour toutes ces courbes et en particulier pour les cubiques 
gauches, la variation de Taire decrite par le rayon vecteur allant de 
Torigine des coordonnees a la projection d'un point variable de la 

Jnn, de I'Ee, fiornuUc. a* Serie. Tome V. — Aocr 1876. 34 
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courbe sur le plan des xy est egale a la variation de la hauteur de ce 

V 

point multipliee par la constante — • 

Revenons maintenant a la reeberehe des cubiques gaucbes verifiant 
I'equation diflFerentielle (i). Remarquons que pour une cubique^r, y, z 
p.euvent s'exprimer rationnellement en fonction d'un parametre va- 
riable X. Donnons-nous les expressions de x ety en fonction de ce pa- 
rametre et cberchons a determiner z de maniere a verifier I'equation ( i). 
Supposons les fractions rationnelles en X decomposees en fractions 

simples 

, ABC 

\ A — a A — A — c 

(2) 



A' B' C 

^ "^ A — a A — A A — c 



d'oii 



dx r A B C 1 

rfr _ r A^ B^ C 1 

dl - L(X~a)^"^ (X>- by "^ (X-c)'J' 



on doit avoir 



ydz_ dx_ dr ( A B C \r A^ B^ C 1 

tiidl'^^Wk •^•e/X"^\X-a"^X-6"*"X-c;L(X-aj«"*"(X--6)'"*"{X~c)»J 



/ A^ B^ C^ \r A B C n 

\X-« "^X-^"^ >-6'JL(X-«)''^(X-6)»"^ (X-c)O 



ou bien 



\dz_ dx_ dy (BC^-CB^) , . 

AB'-BA' ,, , CA'-AC , 

■^(x^r^P(x--ftr'(*-^'-^(X-c)nx-a)'(^""^)- 

Decomposons les fractions rationnelles du deuxi^me membre en frac- 
tions simples 

La decomposition etant ainsi faite, on pent integrer imm^diatement; 
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mais, z devant elre fonction rationnelle de X, les lermes en ;i > ^ t» 

/ — a A — 

r doivent avoir leurs coefficients nuls. En ecrivant que ces coeffi- 

cients. sont nuls, on a les conditions 

Ces conditions etant supposees remplies, on a, en integrant, 

V, , AB'~BA'/ I I \ . 

BC'~ CB'/ I I \ CV- AC 



'/_!_ I \ CV~ AC / I 



l-a 



£n appelant h la valeur commune des rapports (3), on pent ecrire 
Texpression de z de la maniere suivante : 

,,. V, ^ t/^— * a — c b—a\ 

(4) -(3-..) = xr.-r^.4-A^j^-^ + j— j + 5^— ^j. 

On voit que z est aussi une fraction rationnelle du troisieme degre 
de X ayant mSme d^nominateur que les deux fonctions rationnelles 
correspondant k x ti y. Les courbes ainsi determinees sont done des 
cubiques gauches satisfaisant a la question. Les trois equations (a) 
et (4) comprennent d'ailleurs toutes les cubiques cherchees. La forme 
meme de Tequation (4) montre que, si une cubique satisfait k la ques- 
tion, toutes celles qu'on en deduit en la faisant tourner autour de 
Taxe ou en la faisant glisser le long de Taxe satisfont egalement k la 
question. 

17. Reprenons les equations (3) 

AB^- BA^ _ BC — CB^ __ CV- AC 

[a-by "" [b — cy ~" (c- ay ' 

qui expriment les conditions necessaires et suiBsantes pour que la 

courbe unicursale du troisieme ordre, representee par les equations (2), 

puisse etre consideree comme la projection sur le plan des xy d'unc 

cubique gauche ayant son axe parallele a Taxe Oz. Ces equations (3) 

34. 
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signifient que les trois points d'inflexion de la courbe du troisieme 

ordre consideree sonl a rinfini. En effet les equations de cette courbe 

sont 

_ A B C 



X — a \ — b A — c 

A' B' (T 

•^ "^ A— a A— 6 A — c 

Pour X = a par exemple, on a un point h Tinfini de la courbe. L'e- 
quation de Tasymptote correspondante est 

N w/ ^ AB'-BA' AC~CA' 

Les valeurs du parametre X correspondant aux points d'intersection 
de cette droitc avec la courbe sont donnees par T^quation 

AB-BA^ AC~CA^ AB^-BA^ AC-CA^ 

X— 6 X — c a — b a~ c 

ou 

AB' — BA' ,^ . AC — CA' ,« . 

(I — b) (a— b)^ ' [k— c]{a — c)^ ' 

Cette equation admet la racine X^a, ce qui devait arriver; elle 
admet une autre racine qui donne le point d' intersection de Tasynoptote 
avec la courbe. Si le point k Tinfini est point d'inflexion, ce point 
d' intersection doit lui-meme etre k rinfini, c'est-k-dire que cette autre 
racine de I'equation prec^dente doit aussi etre a. Or c'est ce qu'ex- 
prime precisement la condition 

AB-BA^ CA -AC 

[a— by "~ [a — cY ' 

Les conditions (3) expriment done que les trois points d'inflexion 
de la courbe sont a I'infini. Ainsi la condition n^cessaire et sufiisante 
pour qu'une courbe unicursale du troisieme ordre situee dans un plan 
puisse etre consideree comme la projection sur ce plan d'une cubique 
ayant son axe perpendiculaire au plan est que la courbe ait ses trois 
points d'inflexion k I'infini. 
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18. Maintenant, ^tant donnee une cubique definie par des equations 

de la forme 

_ A B_ C 

A — a k— O A — 6* 

A' B' C 

A" B" C" 

^ — -2, -h r h r r -h T » 

A — a A— 6 A — 6' 

determinoDS le mouvement helico'idal correspondant. Pour cela, sim- 

plifioDS les Equations de la cubique en transportant Torigine des coor- 

donnees au point (j7o»7o» ^o)* Les Equations de la cubique deviennent 

alors 

ABC 

X:=l r h r r ^- r ^ 

A — a A — 6 A — 6* 

/^^ ; A' B' C 

(5) {r=i — ::■+- 



A" B" C" 



Z = r h r r -h 



X — a X — fr X — c 

Soient» dans le mouvement helicoidal correspondant a la cubique, 
Pf q, r les trois composantes de la rotation suivant les trois axes; v^, 
Vy., V; les trois composantes de la translation suivant ces mdmes axes. 
L'equation du plan mene par le point {cc^y^ z), perpendiculairement a 
la Vitesse de ce point, est 

(6) [q z — ry-\-Vx) {\— x) -h (rx — pz -hvy) (Y— /)-h(/>7 — jjt -l-v,) (Z -z)-zo. 

Si le point (^»7» z) est un point de la cubique, le plan determine par 
Tequation (6) doit coincider avec le plan osculateur k la cubique en ce 
point. L'equation du plan osculateur k la cubique au point [oo^y, z) esl 

/ . /dr d^z dz d^r\ /v \ 

On a 

& _ r A' B' C "I 

dl ~ U'^-ay'*' (1-b)''^ {l-cj'y 



— r A' B' c n 
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de meme 

rfz _ r A" B^^ C^ 1 

di- l^i^ay'^ [l-by'^ [-k^cyy 

Posons 

rl, =B'C"- C'B", lib =:. C'A'^- A'C", e n= A'B"- B' A^ 

.^'= B"C - C"B, ys\>'~G'k - A'C, G' = A'B - B'^A, 

.l/'=BC' -C'B, ift,"=:CA' -AC, G"=:AB' - BA'. 

L'^quation du plan osculateur au poiDl [x^y, z) est alors 

(8) [,i,(6-c)(>-a)»-+-ift,(c-a)(X-6)»-he(a-6) (X-c)*] (X-jr)-f-. . . = 0. 

Ce plan osculateur (8) devant coincider avec le plan (6), il faut que, 
en remplagant dans les coefficients de Tequation (6) a?, j, z par leurs 
valeurs (5), ces coefficients, apres qu'on aura chasse les denominateurs, 
soient proper tionnels aux coefficients de Tequation (8). Cette identifi- 
cation donne pour p^ y, r, v^, Vy, v^ les valeurs suivantes : 

p=z A (6— c)»+ B [c — ay-^ C [a — b)\ 
qz=z A'(6-c)>-^ B' [c^aY^G («-*)% 
^ r= A"(6-c)'-h B"(c-a)«-+-C(a-fr)% 

'^' ^ v,= «l, (c— 6) H- lib (a — c)-h e (6 — «), 

Vy=z^' [c — b] -h ift,'(a— c) -+- e'(6 — /i), 
v,zz=,C(c-6)H-'ill,"(a-c) + e''(6~a). 

Le mouvement helicoidal correspondant k la cubique est ainsi entife- 
rement defini. Les equations de I'axe du mouvement helicoidal ou de 
Taxe de la cubique sont 

qz— ry-^-Vg _ rx — pz-\- v^ _ PX — g^-^Vs 
p ~ q ~ r 

Gomme exemple, considerons la cubique intersection des deux sur- 
faces du deuxieme ordre 

jr^ — xz = o, yz — x"^ — j: = o. 

En posant 
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on a 

1 I l' 

""^T^^r ^=}r^i' ^^l^—i' 

Soient a, a* les racines cubiques imaginaires de Tunite; on voit, en 
decomposant les fractions rationnelles en fractions simples, que Ton a 
dans le cas actuel 

a ^= I, b = oc^ c zzz oc'; 

par consequent, en appliquant les formules (9), 

;?-- — 3, ^=0, r=o, 
V, = — I , Vj = Of Vs = o; 

L*equation du plan polaire du point {x, y, z) par rapport a la cubique 
est done 

L'axe des x est Taxe de la cubique. 

19. Terminons ce travail en demontrant une |)ropriet6 que Ton 
pourrait appeler une propriete cinematique de la cubique gauche, 
parce qu'elle se rattache directement au mouvement belicoldal cor- 
respondant a cette cubique. Gette propriete consiste en ce que, si Ton 
suppose une cubique gauche amenee du mouvement helico'idal corres- 
pondant, le rayon de torsion de la cubique en un point est propor- 
tionnel au carre de la vitesse de ce point. Supposons que Taxe Oz soit 
I'axe de la cubique. Les composantes de la vitesse d'un point M [x^y^ z) 
de la cubique sont 

— 0)^, WJT, V. 

Ges composantes sont proportionnelles aux cosinus des angles que 
fait la normale au plan osculateur en M avec les axes : on sait, en effet, 
que la vitesse d'un point est normale au plan osculateur en ce point. 
La normale au plan osculateur infiniment voisin fait de meme avec les 
axes des angles dont les cosinus sont proportionnels k 



272 p. APPELL. 

Soil d-z Tangle de ces deux droites» on a 

Mais I'equation differentielle k laquelle satisfait la cubique donne 



done 



xdjr — jrdx = dz; 



. ^_ y'f,)'(dx*'^d:r^-\'dz') 



Soil T le rayon de torsion 



rj. ds 



et i^ la Vitesse du point M (a?, 7, 2), 



V^zzr (:r'-4-/')&)'-f- V», 



la formule precedente donne 



(;» 



(.0) T=^-. 

Ainsi le rayon de torsion en un point de la cubique est proportionnel 
au carre de la vitesse de ce point. 

La formule precedente qui donne T pent encore se mettre sous la 
forme suivante, en appelant r la distance du point M a Taxe et i le 

, V 

rapport -5 

Soit une autre cubique, ^4 le rapport de la vitesse de translation a la 
vitesse de rotation, Tf la distance du point M| (^n/o ^i) ^ Taxe, T, le 
rayon de torsion en ce point, on a 
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Si Ton cboisit les deux points M et M,, de telle faQon qu'on ail 



/• / 1, 



on a 

Done etant dounees deux cubiques, si a un point M de Tune on f^iit 
correspondre un point M< de I'autre, de telle faQon que le rap- 
port -^ = y -T"> la difTerence des rayons de torsion en ces deux points 
est constante et egale a ^- — X-,. 

20. De la formule(io), qui donne le rayon de torsion, on pent encore 
deduire la propriete suivante : si sur Taxe du plan osculateur, en 
cbaque point M [x, y, z) d'une cubique, on porte une longueur MM' pro- 
portionnelle a la vitesse de ce point ou bien a la racine carree du rayon 
de torsion (ce qui est la meme cbose); le lieu des points M' est une 
nouvelle cubique de meme axe que la premiere. Soient a:',y, s' les 
coordonnees du point M', on a 

x' — X I'' — r z' — z . 

— wj' (j)x V 

Le parametre / est egal a 



Comme MM' est proportionnel at',/ est constant. Les coordonnees 
du point M' sont done donnees par les equations suivantes, oil / est 
constant : 

x' = x — /wj", y^ =: y -^ Ifj^x^ z'^z-^lW. 

On voit que le lieu est une nouvelle cubique, car, si x, /, z sont des 
fonctions rationnelles du troisieme degre d'un parametre variable, il 
en sera de meme de x\ y\ z\ De plus, cette cubique a meme axe que 
la proposee. On a, en effet, 

[x' dy — y dx') z=z[x — /toj^) [dy-^- It^dx) — (/H- /&):r) [dx — loady) 
Ann. de I'ic, Normale, a* S^rie. Tome V. — Aoot 1876. 35 
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§ 

ou 

( x' dy^ — ydx' ) z=z (xdj' — xdx) ( i -4- /'&)') . 

Coninie on a 

xdy^ — ydx n — dz = o, 

ct comme 

dz =. dz\ 

on a 

V 

x'd/ — ydx''h -(i-+- /'&)») r/2' = o. 

Ce qui montre que la nouvelle cubique a meme axe que la pro- 

y/ 

posee, et que le rapport -r pour celte cubique est egal a 



ek) 
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DIFFRACTION DANS LES INSTRUMENTS D'OPTIQUE; 

SON INFLUENCE SUR LES OBSERVATIONS ASTRONOMIQUES , 

Par M. Ch. ANDR6. 

ANCIEN ^LEVE OE L^COLE NORMALE, 
ASTROMOME-ADJOINT DE L*0B8BRVAT0IBB DB PARIS. 



INTRODUCTION. 

Apres robservation du passage de Mercure du 4 novembre 1868, 
M. Wolf institua une serie d'experiences auxquelles il voulut bien 
ni'associer, et qui avaieot pour but de rechercher les conditions aux- 
quelles on devait satisfaire pour obtenir une bonne observation de ce 
curieux et interessant phenomene. Le probleme etait alors difficile; 
on tentait, pour la premiere fois, d'etudier, au moyen de procedes 
purement physiques etpourainsi dire d'experiences de cabinet, Tune 
des observations de I'Astronomie en apparence la plus inaccessible a de 
semblables inoyens d'investigation. Nous demontrames (*) que les 
apparences singuliferes, qui avaient si souvent gene les observateurs et 
rendu discordants les resultats des^ differentes observations, ne te- 
naient ni a la nature de uotrc oeil ni a la nature du phenomene, et 
qu'elles pouvaient etre 6vitees et le seraient certainement si Ton n'em- 



(' ) Rec/icrches sur les apparences singulieres qui ont souvent accnmpagn^ l'obsen*ation 
des contacts de Mercure et de V4nus avec le bord du Soleil. ( Recucil des Memoires, Rapports 
et Documents relatifs a robservation du passage de Venus sur le Soleil, deuxi^me Partie, 
p. Ii5 et suiv.). 

35. 
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ployait pour Tobservation que de bons objectifs, et que la mise au 
point de la lunette fut toujours correcte. 

Plus tard, lors du passage de Venus, que TAcademie des Sciences 
m'avait charge d'observer'a Noumea, je fus Ires-frappe de ce fail que, 
tandis que trois de mes collaborateurs se servant de lunettes iden- 
tiques avaient note le contact presqu'en meme temps, mon observation 
faite a une lunette plus grande donnait une heure tres-differente. 

Dans ce phenomene si complique, tout etait-il done du d'une part 
aux defauts de I'instrument, d'autre part k la difference des observa- 
teurs, et rinstrumentlui-meme, suppose parfait, n'intervenait-il point? 

Or, si les resultats des observations faites en 1761, 1769 et 1868 ne 
paraissent mettre en evidence aucune loi, il n'en est pas de meme des 
observations des stations frangaises lors du dernier passage de Yenus; 
observations faites avec des instruments a peu pres identiques entre 
eux, quant au travail des objectifs; celies-ci semblent, au contraire, 
indiquer nettement que, pour Tentree, le contact interne est observe 
plus tot, en un meme lieu, avec une lunelte de moindre ouverture, 
tandis que, pour la sortie, il est observe plus tard. 

Qu'au lieu des bcures des contacts on considere les diametres ob- 
tenus pendant le passage, on verra que les diametres de Venus mesures 
micrometriquement en 1761 et 1769 sont, en moyenne, moindres de 
2 secondes environ que celui que donnaient alors les Tables; et que, 
de m6me, les diametres de Mercure et de Venus, obtenus en 1868 et 
en 1874, sont plus petits que ceux obtenus anterieurement dans les 
conditions ordinaires d'observation avec des instruments analogues. 

Ces deux faits, en apparence distincts, m'ont paru tenir a la meme 
cause, et pouvoir s'expliquer, tout au moins en partie, en tenant compte 
des modifications qu'apportent aux images des astres les phenomenes 
de diffraction dus k la lunette ou au telescope qui sert aux observations. 
M. Dumas, President de la Commission du passage de Venus, voulut 
bien m'engager a poursuivre cette voie et demander a la Commission 
les instruments necessaircs aux recherches que je projetais. 

Telle est I'origine de ce travail qui, commence au laboratoire de 
Physique du College de France, a ete termine dans les caves de I'Ecole 
Normale, dont les longs couloirs ferment une vaste chambre noire de 
pres de 100 metres de long, travail qui m*a d*ailleurs conduit k exa- 
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miner beaucoup d'autres phenomenes astronomiques que celui que 
j*avais d'abord en vue. 

Mais, avant d'aborder la partie exp6rimenta1e de cette etude» il con- 
vient de rappeler la th^orie des phenomenes de diffraction dont nous 
venons de parler : nous supposerons d'abord que la source lumineiiso 
est reduite a un point, ou plutdt que son diametre apparent est insen- 
sible. 



CHAPITRE PREMIER. 

SOURCE LUMINEUSE DONT LE DIAXlfeTRE APPARENT EST INSENSIBLE. 



L'effet immediat d'un objectif ou d'un miroir aplanetique est de 
transformer une onde lumineuse incidente emanee d'un point tres- 
eloigne en une onde spherique, dont le centre est au foyer de la lentille 
ou du miroir. D'un autre cote, chaque petite portion de cette onde sphe- 
rique, limilee par I'ouverture de Tobjectif, pent etre consideree comme 
Torigine d'une onde elementaire dont I'intensite est proportionnelle a 
sa surface, et les phases de toutes ces ondes elementaires sonl les memos 
au moment ou elles quittent la surface spherique. 

Soient done deux axes rectangulaires ox, oy, pris dans le plan focal 
de la lunette, dxdy Taire d'une petite portion rectangulaire A de I'ob- 
jeclif, q sa distance a un point M du plan focal pris sur Taxe des x a 
une distance d du foyer, la projection sur un axe quelconque de la vi- 
tessc du mouvemcnt vibratoire envoyee par A en M pent etre repre- 
sentee par 

dxdysxix --' (i'Z — </ — a), 

s^ etant la vitesse de la lumiere, X la longueur d'ondulation consideree et 
a une constante. La projection de la vitesse du mouvement vibratoire 
envoye en M par la surface tout entiere de Tobjectif sera done repre- 
sentee par rintegrale 

1 I sh\ -^ (vt — q — oc) dx dy 

elendue a toute la surface de I'objeclif. 
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Or, si Ton prend Taxe de la lunette pour axe des z^ on a 



en se bornant aux termes du premier degre en J, et remarquant que 
/'etant la distance focale de la lunette; il vient 
L'integrale est done 



I I sin -^(vl ---f— a -^ J x\dxdjr. 



Soient j© etji la plus petite et la plus grande des valeurs de j qui 
correspondent a une meme valeur de x. Cette inlegrale se reduit a Tex- 
pression 

j(r«--r»)sin^ Ut -/- a 4- j.x\(lx, 

qui s'applique h tout objectif aplanelique, quelle que soit la forme de 
Tecran par lequel on a limits son ouverture. 

I. - LUNETTES ET TfiLESCOPES. 

ilude theorique. 

Examinons d'abord le cas d'une ouverture circulaire, et soit r le 
rayon de cette ouverture : alors 



./.,2_ ... 



r. — ;-o = 2 v/''~ -^ » 

oil le signe du radical est essentiellement positif ; la vitesse du mou- 
vement vibratoire en M est done representee par 

T"*"" . ' '^-^ f s /» ^ \ / 

2 I y r' — x^ sm -y ( f / — / — a -h j.x\ dx 

. 2::, ^ /. . /*■*"'* /-; L 27: d . 

= 2sin -r-lc'/ — / — a) I v^ — ^ cos -T- -T.arf/x, 

car Tintegrale / \jr'^ — oj^sin ^ j xdx est evidemment nulle. 
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Posons 

, . X 7.TZ d 

(a) -=«'» T?''~'*' 

TexpressioD prec6dente deviendra 

N = 4'''sin^(W— /— a) 1 ^(i — iV) cos/iwrf«'. 
Or on voit ais^ment que la fonction 

^ (n) = / ^i — w^CQsnwdw 
Jo 

est paire et satisfait k I'equation diffi§rentielle 

, , 3 do(n) d'oin] 

Soit done 

9 (n) = At -I- Ai/i' -4- A,/i* -+■ . . . -h A,-, n*'-' -h A./i"' -+-,.. 

on aura 

3 dj(n) ^ 3^^^ -H . . . + 3.21 A. n"-'H- . . . , 
n an 

^!|i^==2A, H- 34A,n»4-. . . + 2/(21 - i) A,/i»'-»-|-. . .; 

d'oii 

2/(21-1- 2) A/-t- A/_, = o. 

On en deduit 

(/4-i)(2.4.6...2/)»A.- = i~i)'A.; 

d'ailleurs 

A«= I ^i — iv^dw; 

Jo 

d'oii, en integrant par parties, 



. r^ div 1: . n 
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en. ANor.t:. 



On a (lone, pour 9(w), I'expression 

t: r in- I «* I n^ \ 

serie convergenle pour toute valeur de n et qui converge tres-rapide- 
inent pour les valeurs de n inferieurcs a Tunite. 

Or, d*apres la theorie des ondulations, Tintensite I de la lumiere au 
point M du plan focal est proporlionnelle au carr6 du coefficient de 

sin -r^ (r/ — / — a) dans I'expression de la vitesse du mouvement vibra- 

toire; on a done 

I — A;-<Q>'(/i). 

La Table (A) renferme les valeurs de la vitesse (p{n) et de Tinten- 
site f^{n)y pour des valeurs de n croissant de deux dixiemes en deux 
dixiemes depuis o jusqu'h 12; elle a ete resumee par lay?^. 1, 



•^. 



v 



\ 



\ ' 



w 
\ \ 



Fig. 1. 



«-., L 



n 1 



\ 




=s=---i. 



J III 



danslaquelle les valeurs de n sont port^es sur Taxe borizontal, el qui 
represente les variations de la vitesse et de Tintensite a mesure que 



ETUDE DE LA DIFFRACTION DANS LES INSTRUMENTS d'oPTIQUE. 28 1 

/icroit, c'est-^-dirc a mesure que, pour un meme objectify ou s*eloigne 
de son foyer dans ud plan perpeudiculaire a I'axe de la lunette. 







Table A. 






n 


Vitesse. 


Intensite. 


n 


Vitesse. 


Intensity 


0,0 


-hi ,0000 


1,0000 


6,0 


— 0,0922 


o,oo85 


'1 


0,9950 


0,9900 


6,2 


C751 


oo56 


4 


9801 


9606 


4 


o568 


oo32 


G 


9557 


9134 


6 


0379 


0014 


8 


9221 


85o2 


8 


0192 


0004 


1,0 


8801 


7745 


7,0 


— ooi3 


0000 


'1 


83o5 


6897 


2 


-+- oi5i 


0002 


4 


7742 


5997 


4 


0296 


0008 


6 


712} 


5075 


6 


0419 


0017 


8 


6461 


4174 


8 


o5i6 


0026 


•i,o 


5767 


3326 


8,0 


o587 


oo34 


!% 


5o54 


2554 


2 


0629 


0039 


4 


4335 


'879 


4 


0645 


0041 


6 


3622 


l3l2 


6 


o634 


0040 


8 


2927 


0857 


8 


0600 


oo36 


3,0 


2261 


o5i6 


9,0 


0545 


0029 


1 


]633 


0265 


2 


0473 


0022 


\ 


io54 


OIII 


4 


o387 


ooi5 


6 


o53o 


0028 


6 


0291 


0008 


8 


-+- 0067 


0000 


8 


0190 


ooo3 


4,0 


— o33o 


OOII 


10,0 


-+- 0087 


0000 


a 


— 0660 


0044 


2 


— ooi3 


0000 


4 


0922 


oo85 


4 


0107 


0001 


6 


1116 


0124 


6 


0191 


0004 


8 


1244 


oi55 


8 


0263 


0007 


5,0 


i3io 


0172 


11,0 


o32i 


0010 


2 


l320 


0174 


2 


o364 


ooi3 


4 


1279 


oi64 


4 


0390 


ooi5 


6 


1194 


0142 


6 


0400 


0016 


8 


1073 


oii5 


8 


0394 


ooi5 


6,0 


—0,0922 


o,oo85 


12,0 


— 0372 


0,0014 



L'inspeclion de cetle courbe montreque, dans une lunette, Timage 
d'une etoile n'est pas un point, mais un disque lumineux d'un dia- 
metre apparent sensible entoure d'anneaux alternativement obscurs et 
brillants qui se succedent tres-r^guliferement autour du disque central 
et a intervalies sensiblement egaux. 

De plus, les intensites lumineuses des anneaux brillants successifs 

Ann, de I'Ec, NormaU, a« S^rie. Tome Y. — Aout 1876. 36 
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vont rapidement en ^^croissant a mesure que Ton s'eloigDe du centre 
de I'image; de sorte que le nombre des anneaux visibles autour de 
I'iraage d*une etoile diminue lui-meme fort rapidement a mesure que 
l*on observe un astre de moins en moins brillant. 

Ces conclusions sont resumees dans le tableau suivant, qui renferme 
ies valeurs de n, correspondantes aux minima et maxima successifs, 
ainsi que Tintensite de la lumiere en chacun de ces points par rapport h 
celle du centre de Timage que nous prenons pour unite. 

n Intensite. 

Centre de Timage o i 

Premier minimum 3 ,85 o 

Premier maximum 5 ,23 -^ 

Deuxi^mo minimum 7, i4 o 

Deuxi^me maximum 8,43 jto 

Troisi^me minimum 10,17 o 

Troisi^me maximum 1 1 ,63 ^ 

Historique et verification expSrimentale. 

Telles sont, en effet, Ies apparences remarquees pour la premiere 
fois par Sir William Herschel dans Ies images des ^toiles que donne une 
bonne lunette : 

c Quand on observe une Etoile brillante avec une lunette excellente, 
mais d'un grossisseraentassez faible, elle a toujours Tapparence d'une 
masse de lumiere dont il est impossible de distinguer la forme, k cause 
de son eclat, et dont Ies bords sont rarement exempts de dentelures, 
quelle que soit la bonte de la lunette. Mais, si le pouvoir amplifiant 
s'eleve jusqu'k 3oo ou 4oo, et qu'on se trouve dans des circonstances 
favorables, telles qu'une atmosphere tranquille, une temperature uni- 
forme, Tetoile parait parfaitement ronde, bien termin^e et entouree de 
plusieurs anneaux alternativement obscurs et lucides, dont Ies bords 
semblent legerement colores quand on Ies examine avec attention. Ces 
anneaux se suivent a tres-peu prfes a des intervalles egaux autour du 
disque, et sont ordinairement plus faciles k observer et plus r^guliers 
dans Ies lunettes que dans Ies telescopes (* ). » 

(') Traite de la lumiere, par J.-F.-W. Herschel, traduction de Verhulst et Quetelet, 
p. 5oi. 
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Plus loin (*), J. Uerschel ajoute : 

f Lorsque Touverture de la lunette est limit^e par un diaphragme 
circulaire qui touche Tobjectif, ou qui s'en trouve plus ou moins eloi- 
gn6, le disque et les anneaux s'elargissent en raison inverse du diamMre 
de Touverture; lorsque celle-ci est fortr^duite (k i pouce par exemple, 
pour une lunette de 7 pieds de longueur focale), le faux disque devient 
trfes-grand et a Pair d*une planfete ; son contour est bien tranche et en- 
toure d'un seul annaau qui est assez brillani pour etre aisement re- 
marque et dont les couleurs se trouvent dispos^es comme il suit, a 
compter du centre du disque : i^ du blanc; 2^ du rouge trfes-pale; 3^ du 
noir; 4® du bleu trfes-p&le; 5® du blanc; 6® du rouge trfes-pale; 7° du 
noir. Si Touverture se retr^cit beaucoup plus (si elle se reduit k ^ 
pouce par exemple), les anneaux p&lissent tellement qu'ils echappent 
Il la vue, et le disque devient encore plus large : on voit alors la lumifere 
s'afTaiblir du centre k la circonf^rence ; ce qui donne au disque une 
apparence n^buleuse comme celle d'une comfele (^). > 

Get agrandissement du disque central, k mesure que Touverture di- 
minue, est une consequence directe de la th^orie. En effet, nous avons 

pos6 

aTT d 

or, si 9 est la valeur en secondes du diametre du cercle sur lequel se 

trouve le point M, Touverture 2r de la lunette et A la quantite 

2 X 

- -. — fi > on a 

^_ J .^ . ■ ■ _ _ 

('] Loco citato, p. 5o4. 

(') On peut ciler, en outre, les experiences saivantes de W. Herschel, faites k Slough 
avec des ^toiles artificielles et un miroir de ^^fi (anglais] d'ouverture; les diam^tres des 
disques sont exprimto en centi6mes de pouoe. 

OuYertare. Diam^re. 

8^8 3 1 

6,3 38 

5,0 40 

4,0 4a 

3,0 46 

[Philosophical Transactions pour i8o5, p. 5a. 

36. 
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de telle sorte que le diametre du disque central^ ou celui d'un anneau 
quelconque, est inversement proporlionnel a Vouverlure de I'objectif, 

La valeur du diambtre de ce disque central est, pour chaque objectif, 
uDe coDstante caracteristique qui joue un grand role dans les observa- 
tions qu'on pent faire aveclui. 

Si Ton suppose Voh\ec\\i parf ait ^ son ouverture egale a lo centi- 
melres, et si Ton prend pour X la valeur qui correspond au jaune, 
partie la plus intense du spectre, d'oii 

A =0,727, 

on a, comme vakur maximum de ce disque central, 

2", 80. 

On comprend, en efTet, et nous le demontrerons plus loin, que ce 
disque lumineux nous apparait plus ou moins grand suivant Tintensite 
de la source observ^e, ou bien le plus ou moins d'eclat du fond sur 
lequel on le mesure. Cest ce que Herschel a encore remarque dans les 
belles etudes physiques auxquelles il a fait servir ses excellents teles- 
copes. 

c L'une des circonstances les plus remarquables de ce ph^nomfene 
est, dit-il, le changement de grandeur de la fausse image, selon Tetoile 
que Ton considere, le disque paraissant, en general, d'autant plus 
large que T^toile est plus brillante. Ce ne peut etre une illusion d*op- 
tique; car, lorsque Ton voit ensemble deux etoiles d'un eclat diffe- 
rent (comme dans le cas d'une etoile double), et qu'on les compare 
directement, la difference de leurs diametres est tres-sensible (*)• > 

En i8a3, dix ans avant que la theorie de ces phenomenes ait ete 
faite, Fraunhofer, Tun des fondateurs de I'lnstitut optique de Munich, 
avait trouve que, t si Ton observe avec une lunette la lumiere diffractee 
par des ouvertures rondes de differents diametres, les diametres des an- 
neaux colores sonten raison inverse des diametres des ouvertures (*) *- 
Les resultats de ses experiences sont d'ailleurs les suivants : 

(') Traite de la Lumiere , p. 5o2. 

(*) Nouvelle modification de la lumiere par V influence riciproque des rayons lumineux 
avec Vexamen des lois de cctte modification, [Astronomische Abhandlungeny 1823.) Dans 
ce M6moire, Fraunhofer a d^montrd aussi que la m^me loi s'applique aux rayons diifract^s 
en passant par une fente 6troite. 
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Ouperture circulaire. 



I^rgeur 
de TouTerture 


DeTiation 
du 


Produit 
de Touverture 


Coraparaison 
de robsenration 


en pouces 
de Paris. 


1*' anneaii 
rouge. 


par 
la d^Yiation. 


au calcul. 
Obs.-calcul. 


P 
o,io4a6 


f „ 
0.0.53,8 


0,0000272 


-h 


3^ 


06713 


1.22,3 


268 


-h 


3. 


5ooi 


1.48,8 


264 


-J- 


3 


3997 


2.12,7 


257 


-h 





379 » 


2 . I 5 , 7 


a49 


— 


4 


33i8 


2.41,7 


260 


-+- 


2 


268a 


3.i3,i 


25 1 


— 


5 


23i8 


3.49»4 


258 


— 





2237 


3.5{,7 


255 


— 


2 


2i34 


{. 3,6 


252 


— 


m0 




1824 


4.45,5 


252 


— 


5 


1746 


5. 3,0 


257 


— 


I 


1238 


6.55,5 


249 


— 


i3 


922 


9.27,3 


254 




9 



M. George-Biddell Airy est le premier qui donna I'explication theo- 
rique des apparences observees par W. Herschel, et montra la relation 
intime qu'elles ont avee les resultats des experiences de Fraunhofer; 
sonMemoire est date de i834 (*). En i835, F.-M. Schwerd resolut le 
roSme problfeme (^), sans avoir d'ailleurs connaissance des travaux de 
M. Airy. Enfin, Knochenauer en donna, en 1839, one nouvelle solu- 
tion (^), plus simple et plus elegante que celle de Schwerd; mais sa 
m^tbode ne difffere pas sensiblement de celle qu'avait donnee M. Airy, 
et que j'ai moi-meme suivie. 

Non content de cette solution tbeorique, Schwerd v^rifia de deux ma- 
niferes les nombres qu'il avait obtenus : 

i^ II a mesure les anneaux produits dans la lunette d*un theodolite, 
dont Tobjectif 6tait diaphragme a 10™™, 2, par Timage du Soleil refle- 



(' ) On the diffraction of an object glass with circular aperture , par George-Biddell Airy. 
(Transactions of the Cambridge philosophical Society, vol. V, part. I, p. 283 et suiv.) 

l') Die Beugungserscheinungen aus den Fundamentalgesetzen der Undulationstheorie 
analytisch entwickelt und in Bildern dargestelt, p. 67 et suiv. 

(') Die Ondidations'T/teorie des Lichtes, p. 36 et suiv. 
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chie sur un verre de montre; la lumiere etait d'ailleurs rendue seDsi- 
blement homogene par I'interpositioQ d'un verre rouge. Schwerd obtint 
aiosi 35", o pour le rayoD du douxieme anneau brillant; la tbeorie 
donne le meme nombre 35", o. Avec la boule d'un IbermomMre (i3 mil- 
limelres de diametre) placee k i5 metres de I'objectif. le meme procede 
lui a donn6 pour diametre du disque lumineux central 3o",5, tandis 
que la Table A conduit a la valeur 27", 6. Enfin le diamfetre de ce 
tiieme disque central etail reduit aux trois quarts de sa valeur par I'ln- 
terposition, entre I'oculalre et I'ceil, d'un verre noir analogue a ceux 
que Ton emploie pour I'observalion du Soleil. 

a" Pour nenegligeraucun moyen de verification, Scbwerd a observe, 
avec sou cercle meridien de 4 pieds, donl Tobjectif avait etc dia- 
phragme defa^on a oe plus avoir qu'uoe ouverture egale a 1 pouce de 
Paris, et en diminuant autant que possible reclairement du cbamp, les 
intervalles des passages des deux bords du disque brillant donne par 
les etoiles aetj3 det'Aigle. II Irouva ainsi que le diametre de ce disque, 
sensiblement egal pour chacune d'elles, etait compris entre 10 et 
12 secondes : la tbeorie conduit ^ la valeur io",G. 

Mais, tandis que, pour Altair, etoile de 1" grandeur, Scbwerd 
vit le disque lumineux central entuure d'un anneau brillant, il ne put 
en distinguer trace autour de celui de p de i'Aigte, etoile de 4' gran- 
deur; le disque lumineux:, constituanl a lui seul I'image de eette 
etoile, lui parut cependant presque aussi grand que celui d'Altair, 
inais les bords en etaienl peu nets et commo noyes. 

Ce petit nombre d'anneaux autour du disque lumineux central, el 
menie leur disparition complete, s'expliquent aisement. En effet, les 
intensites de la lumiere, dans les difTereuts anneaux successifs, varient 
comme la quatrieme puissance de I'ouverture de la lunette, et, pour 
une ouverture donnee, sont des fractions toujours petites et rapi- 
dement decroissantes de Tintensite au centre de I'image. Des que 
cette derniere devient elle-memc petite (resultat que Ton obtient, 
meme pour une etoile de 1" grandeur, en I'observant avec un objectif 
d'assez long foyer, mais dont I'ouverture est ires-reduite), tons les an- 
neaux autres que Ic premier sont done invisibles, et celui-ci disparait 
a son tour lorsque I'intensile de la source lumineuse est devenue 
moindre qu'une certaine limite. Or, d'apres les mesures dc Ludwig 




I Seidel 

K moind 
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Seidel ( ' ), la lumiere que nous envoie (3 de I'Aigle est environ aS fois 
moindre que celle d'Allair; I'intensile de son premier anneau est done 
1 5oo fois moindre que celle du centre de I'iniage d'Allair, el, par ron- 
sequent, le premier anneau de (i de I'Aigle est invisible comme I'elait 
le second des anneaux de I'image theorique d'Allair dans le plan focal 
de la lunette employee parSchwerd. 

Mais una objection se preseote immediatemenl a I'esprit : pourquoi 
le diametre du disque central a-l-il paru de grandeur a peu pres egale 
dans les deux etoiles? Cela tient evidemment a rincerlilude du procedo 
d'observation, qui exigerait, pour etre precis a la seconde d'arc, I'ap- 
preciation, a moins de -^ de seconde de temps, du passage des bords 
d'un disque faiblement lumineux derri^re les fils a peine visibles (on 
adiminue autant que possible I'eclairemenl du cbamp] du reticule de 
la lunette. 

Les experiences de Schwerd presenlent pourtant une lacune : it n'a 
point verifie la toi suivant laquelle le diametre du disque central varic 
avec rouverlure. II se conlente de dire qu'a la si/nple eslime le disque 
central el les anneaux lui ont paru avec une ouvcrture de 3 centimetres, 
3 fois plus petits qu'avec I'ouverlure primitive de i centimetre. J'ai 
comble cette lacune de deux manieres : 

1" En observant le point brillant forme par la reflexion de la lumiere 
d'une lampe Drummond, sur une petite boule de verre de 3 centi- 
metres de diametre, argenlee et polie exterieurement. Le tableau sui- 
vant resume les mesures que j'ai faites : 

Onicrlure DUmelre obseni^ 



5.97 

i5,S) 



8,64 



Je ferai remarquer que les images ondulaient assez fortement. 
De plus, jc determinais le diametre de ce disque lumineux en poin- 
lant le fil mobile d'un micrometre successivement sur ses deux bords. 



ResuUaie phntomclrischer Messangen an ztveihundcrl uml achl der Doniigli.tchsten 
Fixsierne. [Miinschen Abltandtungen, vol. IX, iS65, p. .jai et suiv.) 
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L*(cil n'est alors satisfait d'un pointe que lorsque Timage du disque 
lui apparait sensiblement ronde; on est aiosi in^vitablemeDt conduit a 
ne pas mettre le fil tout a fait en contact avec le bord de ce disque. Si 
le til du micrometre n'avait point d'epaisseur, il en resulterait done 
toujours que le disque mesure serait plus grand que le disque reel. 
Mais, en reality, ce fil a une ^paisseur sensible, et qui, par un effet que 
tout le monde connait, parait croitre a mesure que Touverture dimi- 
nue ; comme on pointe Tun des bords du disque avec Tun des bords du 
fil et le second bord du disque avec le second bord du fil, il faut re- 
trancher de cet elargissement apparent Tepaisseur meme du fil. Le dia- 
metre mesur^, d'abord trop grand, pent done ainsi devenir trop petit 
si Touverture est sufOsamment reduite. 

2^ J'ai mesure, avec le grand equatorial de la tour de i'Ouest 
de robservatoire de Paris^ le diametre du disque central de Tetoile 
Arcturus, Tune des plus belles du ciel; j'ai eu ainsi 

Diametre calcule 

Ouverture Diametre observe en partant du premier 

de robjectif du th^oriquement. et en supposant exacte la loi 

en centimetres. disque central de I'ouYerture. 

6,2 3*^985 4^480 \ 

3,7 6,3i4 7,494 6,675 

J'ai dit plus haut que le diametre 2'', 80, pour le disque lumineux 
central correspondant a un objectif de 10 centimetres d'ouverture, 
etait une valeur maximum. En efiet, et ce fait 6tait facile a prevoir, 
ce diametre diminue a mesure que Tintensite de la source diminue 
elle-meme. Pour m'en assurer, j'ai repris I'observation de Tetoile arti- 
ficielle precedente, avec une lunette de Rossi que je diapbragmais 
a 3^,2, et j'ai mesure le diametre du disque central : i^ avec Teclairage 
tout entier; 2^ en reduisant cet eclairage autant que le permettait la 
necessite de voir les fils du micrometre. 

On a obtenu ainsi les resultats suivants : 

am 

£clairage total 10, 38 

£clairage r^duit 8 ,79 

Difference i ,69 

Ainsi, en reduisant la iumi^re de la source d'ailleurs assez pen 
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comparalivemenl aux variations tl'intensite des etoiles de diverses 
grandeurs, on a pu diniinuer le diametre dii disque central du sep- 
tieme environ de sa valour primitive. Je ferai remarquer, en outre, 
(jue, comnie phenomene concomitant a cetlc diminution du diametre. 
le nombre des anneaux visibles etait consiclerablement rnduit. Avcc 
I'eclairage tout entier, on pouvait compter au moins six anneaux 
brillants autour du disque central; dans le second cas, au contraire. 
on De voyait plus netlemcnt que le premier, quoique eepemlant on 
soup^onnat ['existence du second; enfiu, en reduisant encore I'eclnl 
(les mesures devinrent alors impossibles), le dlamelre avait encore 
dlminue el toutc trace d'anneau avait dlsparu. 

II n'est d'aijleurs point un aslronome qui n'ait eu malntes fois {'oc- 
casion de conslater un Tail analogue; mais, si Ton veut le bien etudier, 
il convient de reduire beaucoup Touverlure de la lunette, afin d'exa- 
gerer le diamijtre du disque central et d'en separer nettement les an- 
neaux qui I'enlourent. T£n regardant, par un eiel parseme dc nuagcs, 
une belle etoile, Areturus, avec le grand equatorial de la tour de 
I'Ouest, dont j'avals diapliragme I'objectif jusqu'a 5 cenlimi;tres. j'ai 
eonstamment remarque, lors de I'arrivee d'un nuage, les anneaux ex- 
terieurs disparaitre d'abord, puis le disque central dlmlnuer un peu 
de diametre, bienlol apres le premier anneau brillant disparaitre a son 
tour pour ne plus laisser dans le plan focal qu'un disque lumlneux de 
grandeur et d'intensite rapidement decroissantes. 



Solide de diffraction, 

Tous ces faits peuvent se resumer dans t'eoonce suivant : 
Imaginons que nous fassions tourner la courbe des intensil^s [Jig. 1} 
autour de son axe vertical; nous engendrerons un ceitain solide de re- 
volution qui sera pour nous I'image et comme la representation imme- 
diate des pliennmencs lumineux exlstants dans le plan focal de la 
lunette; car, si I'axe de cc solide coincide avec celui de la lunette, la 
quantite de lumiere repandue sur un element du plan focal est evidem- 
ment proportionnelle a la fraction du volume de ce solide qui a pour 
base I'aire consideree. 
Si I'ouverture de la lunette vient a cbanger. les dimensions Iransver- 

Min. del'lc. Narmalr. a' Scrie, Tome V. — Semimwk iS^fi. 3; 
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sales de ce solide changent aussi (nous ne tenons pas compte des varia- 
tions d'intensit^ qu'introduit le changement d'ouverture); elles dimi- 
nuentsi le diam^re de robjectif augmented croissent dans Thypoth^ 
inverse. Avec la restriction preeedente, les apparences produites par 
un point lumineux, dans des ohjetifs de differentes ouvertures, sont 
done les m^mes que celles que Ton obtiendrait, d'apr^ les lois de 
rOptique geom^trique, en observant, avec une meme lunette, ce solide 
place comme nous Tavons dit plus haut, mais h des distances (sufBsam- 
ment grandes) proportionnelles aux diam^tres des differents objectifs. 
Nous donnerons le nom de solide de diffraction k ce solide. dont 
Temploi nous permettra de resoudre simplement quelques-uns des pro- 
blames que nous aurons k traiter. 

Pomoir siparateur. — Pomoiroptique. 

Comme consequence immediate de ce qui precede, on peut affirmer 
qu'un objectif ou un miroir d'ouverture determin^e ne peut s^parer 
entierement Tun de Tautre deux points lumineux dont la distance an- 
gulaire tombe au-dessous d'une certaine limite, le diam^tre du disque 
lumineux central qui correspond k cette ouverture. 

Je Tai demontr^ au moyen d'un systeme stellaire double, forme 
en projetant sur une petite boule argentee la lumiere de deux lampes 
Drumraond convenablement placecs. Pour une ouverture de 1^7 les 
deux disques centraux etaient au contact et leur diametre commun 
etait f 5",55. Avec une ouverture de 3^,:2, ces deux disques etaient net- 
tement separ^s, et leur diametre etait de 8", 93. En donnant a Touver- 
ture un diametre de 6 centimetres, la distance de leurs bords les plus 
voisins avait encore notablement augment^. 

Or la theorie de la diffraction nous donne, comme diamMre du 

disque centiaU 

1 6*', 29 pour i%7 

8'',62 D 3% 2 

nombres sensiblement d'accord avec I'exp^rience. Mais, tandis que, si 
Ton mesure le diametre de ce disque au moyen de point^s faits avec 
le fil mobile d'un micrometre, on obtient des valeurs g^n^raleroent 
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superieures a celles que donne la theorie, od obtient, au contraire, des 
valeurs moladres si on les determine en cherchant a etablir le contaci 
enlre dtux disques voisins. Cetle diifereDce s'explique aisemcnt el 
lient aux deux modes ditrercnts de mesure. 

Ainsi, pour des points lumineux sujfisamment briUanls, on peut 
iidmeltre (|ue le poiwoir separateur d'un objectif ou d'un iniroir de 
10 cenlimetres d'ouvcrlure est de 

Ce nom de pouvotr separateur est du a I'aslronome anglais Dawes, 
qui, apres trente-cinq annees de mesures micrometriques de distances 
d'etoites doubles avec plusieurs instruments d'ouvertures dilTeientes, 
a enonce le premier la loi de la variation de ce pouvoir avec I'ouverturc 
de rinstrument ('). 

Mais le diametre angulaire du disque central diminuant avec I'eclat 
du point lumineux, la valeur meme de ce pouvoir separateur pour une 
ouverture delerminee, ou, comme le dit Dawes, la conslante de separa- 
lion caracteristique de celte ouverture, variera avec I'eclat lui-meme. 
CeLteconstantesera d'autant moindre, et par suite \t pouvoir separateur 
d'aulant plus grand, que les etoiles a I'aide desquelles on I'aura mesu- 
ree seront de grandeur moindre. 

Et comme, d'un autre cote, ces mesures, pour etre quclque peu pre- 
cises, doivent etre faites sur des etoiles d'eg.ile grandeur et par conse- 
quent assez faibles, et qu'cn outre elles rcsulteut de la mise en contact 
de deux disques voisins, nous devons nous attendre a ce que la constante 
de separation Irouvee par Dawes sera beaucoup plus petite que le 
maximum theorique que nous avons indique. Voici d'aitleurs I'enouce 
ineiQC de Dawes : < .M'eLant assure depuis irente-cinq ans, par la com- 
paraison des images formees par plusieurs lunettes d'ouvertures trfes- 
dillerenles, que les diametres des disques stellaires variaient en raison 
inverse du diametre de I'DUverture, j'exaniinai avec des ouvertures 
tres-difFerentes un grand nombre d'etoiles doubles, dont les distances 
me paraissaient bien delerminees et non sujcttes a un changement ra- 



(') CiUalogvt of micrometricijt JiieiuarenieMt itfdimbie ttarffby Uto [IflV. W.-B. DlWW, 

[Memnirs oj the Rojral nsirniioniical Socictr, vol. XXXV, p. j58.) .. 
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pidct dans le but de determiner \e pouiH^ir sSparaieur de ces ouyertares. 
J'ai trouv^ ainsi comme un fait constant qu'un pouce d*ouverture si- 
pare juste une itoile double composie de deux etoiles de 6* gmnr 
dear si la distance des centres est 4''»56, les circonstances atmospheK 
riques etant assez favorables. D'apr^s cela, la constante de sipcutuion^ 
pour une ouverture de a pouces (anglais), est exprimee par la fraction 



4", 56 



a 



»; 



ce qui equivaut a dire qu'une ouverture de lo centimetres peut sepa- 
rer deux etoiles de 6^ grandeur distantes de 

Nous ajouterons que, d'apres les experiences d'Arago (*), Tintensite 
lumineuse d'une etoile de6^ grandeur est au plus le^ de celle d'une 
etoile de i** grandeur. 

Lors de ses belles recherches sur la construction des telescopes, et 
bien avant la publication du Memoire de Dawes, Foucault etait arrive 
k la mSme lot par un proc^de trfes-diffi^rent (*) qui consistait h c diriger 
un telescope vers une mire lointaine, formee en tracant sur une lame 
d'ivoire des series de divisions partag^es en groupes successifs ou le 
millimetre est partagi en parties de plus en plus petites. La largeur du 
trait doit varier d'un groupe k Tautre en proportion telle, que dans chacun 
d'eux les espaces noircis aient la merae eteodue que Tintervalle qui les 
s^pare » • 

II avait enonce la loi precedente en disant c qu'il existe pour 
chaque ouverture determin^e un pouvoir opiique maximum qu'on ne 
peut depasser, maximum qui varie en raison inverse de cette ouver- 
ture et qui, pour une ouverture de lo cenUmitreSf est egal k 

Ce fait, que la constante de separation de Foucault est supirieuse k 



(') OEupres completes , vol. X, p. a66. 

(*) Memoire sur la construction des telescopes en verre argent^. (Jnnales de robser- 
vatoire de Pans, vol. V, p. 219 et suiv.) 
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celle de Dawes, tout en n'en differant que fort peu, est k noter. Le 
proc^d^ qu'il employait aurait du, en effet, toutes choses egales d'ail- 
leurs, le conduire k un nombre moindre ; le premier minimum dans 
rimage d'une ligne lumineuse etant» comme nous le verrons plus loin, 
moins eloigne du centre de Timage que dans le cas d'un point. Mais, 
d'un autre cdte, la mire dont il se senrait etait certainement plus lumi- 
neuse qu'une etoile de 6^ grandeur; par cette seconde raison, la valeur 
de la constante de separation a 6t6 au contraire augmentee. 

Get apergu historique ne serait point complet si nous ne disions que 
I'influence de I'ouverture sur la distance apparente de deux etoiles 
Yoisines avaitete reconi^ue par W. Herschel des 1782, sans que cepen- 
dant il Tait enonc^e sous la Torme precise que les travaux de Dawes et 
Foucault lui ont recemment donnee. 

c Le 20 aoAt 1782, j'ai observe I'etoile double 6 du Bouvier avec 
un grossissement de 460; les disques de ces deux Etoiles etaient ine- 
gaux; Tun etait 3 fois plus large que Tautre, et leur distance etait 
environ i fois | le diam^tre du plus large. Au mpyen d'un cercle de 
carton, j'ai reduit Touverture du telescope k n' avoir plus que 3^,5 au 
lieu de 6^,3 : la distance des deux etoiles diminua considerablement, 
et ne fut plus que la moitie du diam^tre de la plus petite. 

> De meme, le rapport des diametres des deux etoiles avait aussi 
beaucoup change; la plus petite des Etoiles ^tait alors au moins les deux 
tiers, si ce n'est les Irois quarts de la grande (') >• 

Remarque I. — Dans cette etude des effets d'un objectif ou d'un mi- 
roir sur les rayons 6manes d'un point lumineux, on a suppose que 
cet objectif ou ce miroir eUkit par/cut et compl^tement neglig^ les effets 
des differentes aberrations dont il pent 6tre affect^. Nous n'avons pas 
I'intention de traiter cette question avec detail : nous nous contente- 
rons de faire remarquer que ces imperfections ont toutes pour resultat 
de changer la forme du soUde de diffraction theorique, de mani^re k 



(') Experiments of ascertaining how far telescopes mil enable as to determine very 
small angles^ and to distinguish the real from the spurious diameters of celestial and 
terrestrial objects; mth an Application of the result of these experiments to a serie of 
Observations on the nature and magnitude of M. Hardin f^s lately discovered star. [Philo" 
sophical Transactions of the Rojral Society of London, for the year i8o5, part I, p. 3i 
et suiv.) 
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augmenter ea defiDitive le diametre du disque central correspondant 
h rimage d'un point. Tons les instruments affect^s d'aberrationontdone. 
dans chaque cas, une constante de separation plus grande que celles 
que nous venons de donner. 

Remarque 11. — Nous avons ^galement laiss6 de cdt£ les anneaux 
qui entourenl le disque central. 

Quelquefois cependant, ils ont utie influence sur Pobservation. Ainsi, 
parexemple, avee un equatorial de lo centimetres d*ouverture, les deux 
composantes de ^ d'Hercule {i'\ 25 de distance), sont presque au contact* 
et parfois meme le compagnon de Tetoile dominante se montre netta* 
ment s^pare; avec une lunette de i3 centimMres, au contraire, le 
premier anneau brillant de T^toile principale se rapproche et pasae 
sur ie compagnon, de telle sorte que celui-ci s'allonge et semble faire 
partie de Timage de T^toile principale. Ce fait est assez frequent dans 
les syslemes binaires formes par deux etoiles asset voisines et d*in£giles 
grandeurs; et il montre que, dans certains cas, il y a, contrairemeiit 4 
la r^gle generate, avantage a se servir d'une lunette d^ouverture rela- 
tivement petite. 

II. - OUVERTURE ANNULAIRE. 

Cas gdnSml. 

Pour obvier a Tinconvenient que nous venons.de signaler, Sir Jobn 
Herschel a souvent recommande de couvrir le centre de Tobjectif ou du 
miroir de Tinstrument employe par un diaphragme circulaire dont le 
diametre serait le sixiemeou le cinqui^me de Tobjectif. Dawes a appli- 
que ce procede dans sa premiere serie de mesures d'etoiles doubles (*); 
lors du dernier passage de Mercure, M. Stephan avait aussi diaphragme 
par le centre le miroir de son telescope de o™,8o et en avait reduit 
Touverture a moitie. II importe done d'etudier ce syst^me particulier 
de diaphragmes. 

Soit, en general, (i — />)r le rayon du diaphragme central : on voit 



( ' ) Micrometrical measurements and distances of 121 double Stars taken at OrmsAirk dn-^ 
ring the years i83o, i83i , i832 et i833. (Memoirs of the Royai astronomical Soeitxy, 
vol. VIU, p. 63.) 
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aisement, ea employant les mdmes noUtioas que plus haut, que la 
Vitesse du mouvement vibratoire envoye en ua point M» par la surface 
d^couverte de robjectif, est proporlionnelle k 

[a) <p(n)-(i-/>)»9[n(i -/>)], 

et par suite rinteusite en ce point mesuree par 

(*) ' t?(n)-(i-/>)><p[»(i-/>)]t'. 

Gette formule montre que, quel que soit pt Tintensite lumineuse 
devient nulle pour une valeur de n^ moindre que dans le cas oil Tou- 
verture^tait enti^re; la diambtre du disque lumineux central a done 
diminue, et par suite le pouvoir siparateur de Tinstruinent a augments. 
Ces faits ont 6t6 verifies depuis longtemps par W. Herscbel dans 
son observatoire de Slougb (*)• Observant avee un telescope de 8^,8 
(22^,35) d'ouverture le point lumineux forme par la reflexion du 
Soleil sur une petite boule d'argent placie ii une grande distance, il 
a obtenu pour le diam^tre du disque central les nombres suivants : 

^ Diam^tre. 

P P 

Ouverture emigre o di 8,8 3i 

Ouverture annulaire 6,5 k 8,8 17 

n 3 k 8,8 18 

» 4 ^ 6,5 22 

)> 1,6 & 4)0 4^ 

Tout recemment enfin, MM. G. Wolf et Ad. Martin ont verifi^, avec 
une mire analogue k celle de Foucault, que le pouvoir s^parateur d'un 
miroir augmente quand on en couvre le centre ('). 

II faut remarquer cependant que, dans certaines observations d'etoiles 
doubles, Texistence de cet 6cran central devient desavantageuse; les 
deux premiers anneaux brillants 8ont» en effet, beaucoup plus intenses 



( ' ) Experiments on the Means of ascertaining the magnitutle of small celestial Bodies^ 
by William Herscbel [Philosophical Transactions of the Royal Society of London for the 
year i8o5, part I, p. Si el suiv.) 

(*) Projet d'appareil photograpfuque pour Vobservation du passage de Venus. [Recueil 
de MSmoires, Rapports et Documenis relatifs h Vobserwition du passage de Fenus sur le 
Soleil, p. 177.) 



par rapport au disque central que dans le cas de I'ouverture enti^re. II 
en r^sulte que ces anneaux cachent souvent les petits conipagnons des 
^toiles les plus brillantes, et» d*un autre c6t6, que, traverses par eux, 
les disques centraux de deux etoiles d'intensite a pen pr^s egale e( 
suffisamment YoisineSy ne paraissent plus circulaires» maisallong^es et 
sensiblement elliptiques. 



Cas ou p = ^. 

Examinons, en particulier, ie cas oil le rayon de T^cran central est 
la moiti^ de celui de Tobjectif ou du miroir employe. La vitesse du 
niouvement vibratoire au point M est alors proportionnelle k Tex- 
pression 

?('»)- 7 ?(fj- 

La Table B donne les valeurs de la vitesse du mouvement vibratoire 

et celles de Tintensite pour des valeurs de n croissant de 2 dixii^mes en 

« 

Fig. 2. ' 




v_y 



2 dixifemes, depuis n = o jusqu'a n = i2. La Jig. 2 les repr^sente 
graphiquement. Toules deux montrent que Tintensite est nulle pour 
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les valeurs de n egales k 3, 1 5; 7, 1 8; lo, 97, et maximum pour les valeurs 
4*9; 8,7 et 11,8. 

Dans ces limites» il y a done le mSme nombre de maxima et de mi- 
nima que lorsque Tobjectif est completement libre; d'ailleurs le pre- 
mier des anneaux brillants ainsi formes est ici plus pres du centre de 
I'image; en d'autres termes, le diametre du disque central est moindre. 
La coustante de separation est done moins considerable; elle a diminue 
du dixifeme de sa valeur. A ce point de vue, Tinterposition d'un pareil 
diaphragme equivautdonc sensiblement a augmenter du dixieme envi- 
ron Touverture de Tinstrument. 

Mais c'est la un fait digne de remarque, au lieu d'etre reduite aox 
trois quarts de sa valeur primitive, comme on est porte a I'admettre a 
priori, I'intensit^du disque lumineux central a ete diminuee de moitie, 
tandis que celles des deux premiers anneauxbrillants ont ^te quadruplees 
et doublees (celle du troisieme anneau est, au contraire, quatre fois 
moindre). 11 semble done qu'en s'opposanta Teffet optique des parties 
centrales de I'objectif on ait pour ainsi dire chass^ la lumiere .du 
centre de I'image. 

D'un autre c6te» les intensites des premiers anneaux ^tant, dans 
le cas qui nous occupe, des fractions tres-notables-^ et -^ environ de 
celles du disque central, une pareille disposition pent rendre des ser- 
vices dans Tetude de ces anneaux brillants. 







Table B. 






n 


Vitesse. 


In tens! te. 


n 


Vitesse. 


Intensite. 


0,0 


-1-0,7500 


0,5625 


a, 8 


-•-0994 


0,0099 


•1 


7456 


556 1 


3,0 


-f- 4o3 


16 


4 


73i3 


5348 


2 


— i48 


2 


6 


7088 


5o2i 


4 


684 


47 


8 


6770 


4585 


6 


io85 


118 


1,0 


638 1 


4072 


8 


i456 


212 


2 


5916 


35oo 


4,0 


1772 


3i4 


4 


5395 


2911 


2 


2012 


4o5 


6 


4819 


2322 


4 


2i85 


477 


8 


4209 


1772 


6 


2290 


52/4 


1,0 


3567 


1272 


8 


2328 


542 


1 


2916 


08 5o 


5,0 


23o4 


53i 


4 


2259 


5io 


2 


2225 


495 


6 


-ho, 1616 


0,0261 


4 ■ 


— 0,2096 


0,0440 
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suite]. 






n 


Vitesse. 


Intensite. 




n 


Vitesse. 


Intensite. 


5,6 


— 0,1926 


0,0371 




8,8 


o,o83o 


-1-0,0069 


8 


1720 


296 




9,0 


800 


64 


6,0 


1487 


221 




2 


752 


57 


SI 


1238 


i53 




4 


682 


46 


4 


976 


95 




6 


602 


36 


6 


715 


5i 




8 


509 


26 


8 


456 


21 




10,0 


4i5 


>7 


7,0 


— 0,0211 


0,0004 




2 


3i6 


10 


2 


-1- 0,0019 


0,0000 




4 


223 


5 


4 


222 


o,ooo5 




6 


1 34 


2 


6 


402 


16 




8 


-»-o,oo57 


0,0000 


8 


549 


3o 




11,0 


— 0,0012 


0,0000 


8,0 


669 


45 




2 


66 


0,0000 


2 


753 


57 




4 


102 


0,0001 


4 


810 


66 




6 


1 32 


2 


6 


832 


69 




8 


145 


2 


8 


•4-o,o83o 


0,0069 




12,0 


— o,oi4i 


0,0002 



Ge rapport de dimensions entre Tecran central et rouverture avait 
attire Inattention de W. Herschel (*). 

A I'aide de son telescope de o™»22^ d*ouverture» il mesurait le 
disque central d'un point lumineux artificiel : i^ avec Touverture 
entiere; 2*^ avec la portion annulaire de o", 117 k o™,224; 3^ avec la 
partie centrale de zero a 0^,117. Yoici les nombres qu'il a obtenus, 
exprimes en centiemes de pouce : 



Ouverlure entiere . . 
» annulaire 
» centrale . 



m m 

0,0 k 0,224 

0,117 k 0,224 
0,0 ^ 0,117 



Diametre. 

= 3l 
= 22 

= 40 



De meme, le disque central de a de la Lyre etait le plus petit avec 
I'ouverture annulaire, plus large avec I'ouvertureenti^re, et plus large 
encore avec Touverture centrale seule. Enfin le systeme double forme 
par a des Gemeaux, observe de la meme maniere^ a montr^ que la dis- 
tance des deux composantes etait plus grande avec I'ouverture annu- 
laire que dans les deux autres cas. 



(') Philosophical Transactions for i8o5, p. 54. 
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J'ai fait aussi des mesures pour ce cas particulier, et j'ai determine 
ie diamelre d'une eloile artificielle formee comme je I'ai deja indique 
plus haul. Yoici les resultats que j'ai obtenus en donnant a la lunette 
une ouverlure de 3*^, 2 : 

Ouverture enti^re 10*, 54 

Ouverlure annulaire 9") oG 



Cos ou p est infiniment petit. 

Quelle que soit la valeur de/?, le sens du phenomene est le meme, 
comme on le voit en construisant la courbe des vitesses qui correspond 
a chaque cas. Des que Ton recouvre le centre d'un objectif ou d*un 
iniroir, la distance au centre du premier anneau noir diminue, et en 
meme temps le rapport entre I'intensit^ lumineuse dans les premiers 
anneaux brillants et au centre, oil elle diminue progressivement, va en 
augmentant : cette distance et ce rapport tendent chacun vers une 
limite determinee, atteinte lorsque p est infiniment petit, c'est-^-dire 
lorsque la portion laissec nue de Tobjectifest reduite a une bande an- 
nulaire infiniment etroite. 

Or, si nous reprenons Texpression (a), et si nous y supposons/i infi- 
niment petit, elle devient 

de telle sorte que les anneaux obscurs correspondent alors aux maxima 
et aux minima de n^(f[n). 

J'ai calcule, dans la Table (C), les valeurs de I'expression n*y(/i); 
cette table montre que Tintensite lumineuse est nulle aux points du 
plan focal caracterises par les valeurs suivantes de n : 

2,40, 5,5, 8176, 11,92, .... 

Tons les anneaux obscurs, et par consequent aussi les anneaux 
brillants, sont done plus rapproches les uns des autres et du centre 
de I'image que lorsque I'ouverture est entiere. 

38. 
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Table C. 




n 


n-f{n) 


n 


«•?>(«) 


0,0 


-^ 0,0000 


6,0 


— 3,3192 


2 


0,0898 


2 


2,8838 


4 


o,i568 


4 


2 , 3288 


6 


0,3442 


6 


1,6524 


8 


0,5901 


8 


, 8870 


1,0 


-h 0,8801 


7iO 


— 0,0637 


2 


1,1966 


2 


-f- 0,2827 


4 


1,5170 


4 


I ,6221 


6 


1,8227 


6 


2,4218 


8 


2,0930 


8 


3,1373 


2,0 


2 , 3o8o 


8,0 


3,7568 


2 


2,4442 


2 


4,2269 


4 


2,5ooo 


4 


4,5537 


6 


2,447" 


6 


4,691^ 


8 


2,2971 


8 


4,6440 


3,0 


2,o34o 


9,0 


4,4145 


2 


1,6740 


2 


4,0016 


4 


1,2180 


4 


3,4211 


6 


0,6890 


6 


2,683o 


8 


-1-0,0965 


8 


I , 8240 


4)0 


— 0,5280 


10,0 


-+-0,8700 


2 


1,1616 


2 


— o,i352 


4 


1,7887 


4 


i,i556 


6 


2,3744 


6 


2,1392 


8 


2,8644 


8 


3,0771 


5,0 


3,2760 


II ,0 


3,8841 


2 


3,564o 


2 


4,55oo 


4 


3,7376 


4 


5,0700 


6 


3,7366 


6 


5,4000 


8 


3,5952 


8 


5,4488 


6,0 


— 3,3192 


12,0 


- 5 , 3568 



D'un autre cote, abstraction faite du facteur -p^ rexpression (c) peut 
etre representee par la serie 



n« 



n* 



^^^ ' (2)»"^(2.4)» (2.4.6)' ' (2.4.6.8)» 



serie qui est convergente, quel que soit /i, d^s que 



n^ 



(2.4.6. . . 29)' 



29 >n. 
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Cette formule permet de calculer TiDtensite lumineuse des anneaux 
brillants successifs : dans les deux premiers, par exemple, elle est sen- 
siblement le tiers et le vingtieme de celle du centre. Avec une semblable 
ouverture et un point lumineux sutfisamment brillant, le disque central 
doit done paraitre reduit a son minimum, et le nombre des anneaux 
qui I'entourent avoir considerablement augmente. 

Ainsi se Irouvent expliquees les apparences que W. Herschel avait 
obtenues autrefois (*)^ 

< Quand on emploie des ouvertures annulaires, les phenomfenes sont 
tres-beaux et tres-reguliers. Si Tanneau devient plus etroit, la gran- 
deur du disque et la largeur des anneaux diminuent aussi; mais, en 
revanche, ces anneaux deviennent plus nombreux. Avec des ouvertures 
annulaires dont les diametres exterieurs sont (en pouces) 5,5, 0,7 et 
2,2, et les diametres interieurs 5,o, o,5 et 2,0, la Cbevre ofTrit les . 

apparences suivantes Dans le dernier cas, le disque etait reduit a un 

point presque imperceptible; les anneaux color^s etaient si serres et eu 
si grand nombre, qu*a peine on pouvait les compter. On les aurait pris, 
au premier coup d'oeil, pour une simple tache ronde et lumineuse. > 

Dans la longue serie de ses belles observations, Dawes s'est souvent 
servi, surtout pour les etoiles faibles, du diaphragme suivant (^). En 
avantdesonobjectifdeSP, 25 (20 centimetres) d'ouverture, il place une 
feuille de carton, percee suivant i5 cercles concentriques de 770 trous 
equidistants et de 4 si ^ millimetres de diametre, Tun d*eux etant au 
centre meme de I'objectif. « L'effet, dit-il, en est tres-agreable. Les 
disques sont considerablement plus petits qu'avec Touverture entiere; 
I'eclat des anneaux est diminue proportionnellement, et its ne sont 
guere perceptibles que pour les etoiles tres-brillantes. > 

Chacun des anneaux concentriques, sur lesquels sont distribuees ces 
petites ouvertures, fonctionne, a Tinteusite prfes, comme le ferait un 
anneau excessivement etroit. 

L'ensemble fonctionne done comme le ferait un ecran, perce depuis 
ses bords jusqu*k son centre, d'une serie d'anneaux concentriques infi- 



('] Traits de la lumiercy par sir J. Herschel, traduction Quetelet, p. 5o4. 
( * ) Micrometrical Measurements, [Memoirs of the Rojr^l Astronomical Society, vol . XXX V , 
p. 1 35. 
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niment minces et infiniment voisins. C'est ce que j'ai verifie» en me 
servant : 

I® D'un 6cran forme d'anneaux concentriques de 3 millimetres de 
large, dont le plus grand avait lo centimetres de rayon exterieur, et 
separes Tun de I'autre par un anneau plein de meme largeur; 

a^ D'un ecran de meme dimension, analogue a celui de Dawes et 
dont les trous avaient 3 millimetres de diametre. 

Les phenomenes sont identiques dans les deux cas, sauf une petite 
difference d'intensite. L'image d'une etoile artifiTcielle se compose d*un 
disque central extremement petit et tres-brillant, entoure d'une large 
zone presque noire, parsemee d'anneaux trfes-resserres et fort peu in- 
tenses, et, fait tres-remarquable, bordee par un large anneau, presque 
aussi brillaot que le disque central et dont la distance au centre a ete 
trouvee de 34", 20 pour une ouverture de 10 centimetres. 

Avec une belle etoile les apparences lumineuses sont plus com- 
pletes; dans l'image d'Arcturus, donnee par le grand equatorial de la 
tour del'ouest de I'Observatoire de Paris (o™, 32 d'ouverture), on voit 
au dela de cette (^ouronne lumineuse, qui estverte a I'interieur, rouge 
a Texterieur, et dont lediamfetre a 6te trouv6 de 37^,0, deux anneaux 
d'intensite decroissante, colores comme elle, et distants du centre de 
53" et 72". 

Ce beau phenom^ne est un de ceux qui mettent le mieux en Evi- 
dence cette espece de projection de la lumiere hors des parties centrales 
de l'image, que j'ai deja signalee plus baut (*). 

III. - HfLIOHfiTRE. 

Quoique imaginee par un astronome fran^ais, Bouguer (^), cette 
disposition optique n'a jamais ete employee en France d'une maniere 



( ' ) D^s quo Ton s'^loigne du foyer dans un sens ou dans I'autre, les ph^nom^nes, sans 
^Ire d'ailleurs sym^triques de part et d'autre, changent compI^lemeDt d'aspect. Les anneaux 
qui sillonnaient la plage obscure acqui^rent presque subitement une grande iptensitd et 
cette plage s'^claire presque brusquement; de sorte qu*il y a la un moyen des plus pr^is 
pour s'assurer de la mise au point d'une lunette sur une Etoile. 

(*) De la mesure des diametres des plus grandes planetes; description d^un nouveau mi- 
crometre appel^ h^liom6tre (Memoires de r Academic des Sciences de Paris ^ 1748). 
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suivie. Arago peut-etre a fait quelques essais avec un appareil cic ce 
genre, d'ailleurs assez grossierement monle. En revanche, depuis que 
Bessel a montre dans son observatoire de Konigsberg lout le parti 
qu'on en*pouvait tirer, rheliometre est presque universellement em- 
ploy6 en Allemagne; et, lors du dernier passage deVenus^ toutes les 
stations allemandes en etaient pourvues. II est done fort important de 
Tetudier au point de vue optique. Pour cela, il suffit bien ^videmment 
d'etudier separement TefTet de Tune quelconque des deux moities dc 
lentille dont il est forme. 

Examinons d'abord ce qui se passe en un point de I'intersection du 
plan focal et d'un plan contenant I'axe de la lunette et le diametre qui 
limite la demi-Ientille. 

La difference des deux ordonnees correspondant a une meme valeur 
de X est alors 

c'est-k-dire moitie moindre que dans le cas de Tobjectif entier; et cette 
modification est la seule qu'il faille apporter aux raisonnements que 
nous avons faits pour trouver la vitesse du mouvement vibratoire en- 
voyee en ce point par Touverture tout entiere. Cela revient a dire que 
les maxima et les minima de lumifere y auront lieu aux memes points, 
mais que I'intensite lumineuse en chaque point sera le quart de ce 
qu'elle etait avec I'objectif entier. 

Les choses se passent bien differemment pour un point situe sur une 
iigne perpendiculaire k la precedente. Prenons cette ligne pour axe 
des Xy et faisons le meme calcul que plus haut, nous trouverons aise- 
ment que la vitesse du mouvement vibratoire est 

2r*sin-^ ((// — / — a) i y^'i — iv'cosntvrfw 



-h 2 



2 /» I 

r^cos-T- (c/ — /— a) / ^i — iv' sin/i<vrf(v, 



de telle sorle que I'intensite lumineuse en un point de Taxe des x sera 
donnee par I'expression 

[d] 1-4/'* If I ^i — tv* cos/Kvdtv j -I- I I v/i — (V' sin/ijvrftv j • 
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A line meme distance du centre de I'lnnage, Tintensit^ ne sera done 
pas la meme suivant la ligne de section que suivant une perpendicu- 
laire a cette ligne. Dans ce dernier cas, les maxima et les minima 
s'eloigneront du centre; en d'autres termes, les anneaux brillants et 
obscursy ainsi que le disque lumineux central, auront une forme sen- 
siblement elliptique. 

C'est ce que j'ai verifie, soil a I'aide d*etoiles artificielles, soit sur le 
ciel avec Tequatorial de la tour de TOuest : dans le premier cas, je re- 
duisais au moyen de diaphragmes circulaires Touverture de la lunette, 
a 5^,0 ou a 3^,2, et tant6t lui laissant toute cette ouverture, tantdt en 
couvrant la moitie au moyen d*une feuille de carton noirci, je mesu- 
rais les deux diametres du disque lumineux central. J'ai obtenu ainsi 
les nombres suivants : 





Ouverture entierc. 


Demi-objectif horizontal. 




Diametre 


Diametre 




Ouverture. 


horizontal. vertical. 


horizontal. 


■*' ^^^gg 


vertical, 



5,0 


7,010 6,986 


7*083 




9% 38 


3.2 




9»98i 




15,671 



Le diametre mesur6 suivant la ligne de section est le meme dans les 
deux cas, et il est en moyenne de 7'', 026. Le diametre perpendiculaire 
est au contraire plus grand lorsqu^on observe avec une moitie de I'ob- 
jectif, et la difference est d'autant plus grande que Touverture est plus 
petite. 

Neanmoins, comme, pour mesurer la distance de deux etoiles avec 
un heliometre, on amene toujours la ligne de section de Tobjectif a 
etre parallele a la droite qui joint les deux astres, les mesures ainsi 
faites sont de tons points comparables a celles que donne un objectif 
ordinaire; et meme, Tintensite lumineuse etant avec un heliometre le 
quart de ce qu'elle est avec un objectif de meme ouverture, le pouvoir 
separateur de Theliometre sera un peu plus grand pour les etoiles fai- 
bles que celui de Tobjeclif entier. 

L'aspect que presentent les anneaux qui entourent le disque central 
est d'ailleurs complelement modifie. Ges anneaux sont devenus ellip- 
tiques; en outre, on voit perpeudiculairement a la ligne de section 
el de chaque cote du disque central une ligne lumineuse assez intense 
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qui occupe presque loute la longueur du cliamp [fig. 3), et qui se re- 
sout peu ii peu, si Ton dimiDue graducllemenl rouvciiure, pn une serie 




de points luinioeux formant comme les renforcemeiils des dilTereiils 
anueaiix brillants »u sommct situe sur leur grand axe. Avec unc ou- 
verlure de 3"^, 2, la distance des deux points lumineux correspondanls 
au premier anneau brillant a ele irouvee egale a 

La iheorie rend compte de ces apparences: si Ton calcule les valeurs 
de rintensite, sur une perpendiculaire a la ligne de section, on trouvt- 
en elfet que le premier minimum a lieu pour une valeur de n tres-voi- 
sine de 7,0; suivant la ligne de section, ce premier minimum corres- 
pond au conlraire a n = 3, 85. Les anneaux produils autour du disque 
central et ce disque Uii-m6me doivent done bien prendre une forme 
elliptique. 



CHAPITRE II. 

SOURCE LUWINEUSE tX)NT LE DIAMETRE APPARENT EST SENSIBLE. 



L'observatioD a montr^ que les diirercnls elements, ou points lumi- 
neux, dont se compose une source lumineuse de dimensions finies, son) 

Ann. de I'&e. HormaU. a» Scrle. Tumo V. - SirTi;il»»» i8:r.. 3^ 





3o6 €11. ANDRE. 

a un instant quelconque dans des phases differentes de leur periode 
de vibration; de telle sorte que les mouvementsqu*il8 envoient en un 
point quelconque ne peuvent jamais interferer, et que I'intensit^ lumi- 
neuse en ce point est la somme des intensites qu*y produirait chacun 
des elements de la source pris isolement. 

L'intensite lumineuse sur un Element superficiel du plan focal est 
done representee par la somme des volumes des parallel^pipedes ele- 
mentaires qui lui correspondraient successivement dans \esolidede dif- 
/nzc/fon caracteristique de Touverture employee (*), si Ton pla^aitson 
axe successivement au centre de chacun des Elements lumineux dont 
la source est formee : en d^autres termes^ quelle que soit la forme 
donnee k Touverture de I'instrument dont on se sert, Fintensile lumi- 
neuse en un point quelconque M du plan focal s'obtient comme il suit: 

Th^orj^me. — On place le soUde de diffraction, caracterislique de 
Vouverture, defagon que son axe, perpendiculaire au plan focal^ passe 
par le point M ; toute la portion du volume de ce solide comprise dans 
V image de la source, telle quelle rdsulte des his de Coptique geome- 
trique, mesure Vintensite lumineuse au point M. 

Pour bien faire comprendre I'usage de ce theoreme, on Tappliquera 
successivement aux differentes ouvertures deja etudiees, et aussi a des 
sources lumineuses de formes diverses. 

I. - LUNETTES ET TfiLESCOPES. 

La source est unefente infiniment petite, une droite lumineuse. 

J'etudierai d'abord le cas oil une seule des dimensions de Timagc 
geometrique de la source acquiert une valeur finie» que je supposerai 
d'ailleurs assez grande. Dans le plan focal d*un objectif ou d'un miroir 
aplanetique, les phenomenes lumineux sont alors tout diflerents, sui- 
vanl que le point considere est sur la direction memo de la ligne lumi- 
neuse, ou qu*il est, au contraire, d'un cdte ou de Tautre de cette ligne. 

(') En thtecie, ce solide de diffraction 8*6tend ind^finiment dans un sens perpendiculaire 
a son axe. En pratique^ on doit le limiter au minimum h partir duquel Tintensit^ lumineuse 
est insensible. 
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i^ Sur la Ugne lumineuse ou son prolongement. — Au milieu de 
rimage geometrique de la source, Tintensite est egale a la surface de 
la section meridieone du solide de diffraction; il en est ainsi jusqu'au 
point A tellement situe, que le bord de ce solide, place comme nous 
Favons dit, coincide alors avec celui de la fenle. A partir de la, Tinten- 
site lumineuse va en diminuant progressivement, et elle est pour chaque 
point egale a la surface entiere de la section meridienne diminuee de 
la parlie graJuellement croissante qui se trouve en dehors de la fente : 
au bord meme de cette fenle, Tintensite est la moitie de ce qu'elle est 
depuis le milieu jusqu'au point A; au dela de I'image geometrique, 
rintensite diminue encore progressivement et d'une fa^on continue 
jusqu'a ce que Ton se soit assez eloigne [four que Taulre bord de la 
section meridienne du solide de diffraction coincide avec le bord geo- 
metrique de rimage. 

Ainsi, vers les extremites de la ligne lumineuse, et avant que ses 
limites geometriques soient atteinles, Tintensite cesse d'etre con- 
stante : une portion de la lumi^re est rejetee en dehors, et il se 



Fig. 4. 




8 



10 



produit une zone de lumiere diffractee^ d*etendue d'autant plus grandc 

que Fouverture de la lunette est plus petite, donl une partie est inte- 

39. 
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rieure a la ligne, I'autre partie lui etant exterieure, et oil Tialensite 
lumineuse decroit d'une faQon continue. 

J'ai calcule dans la Table D» et represente dans la fig. /}» les valeurs 
de rintensite lumineuse dans la partie de cette zone de lumi^re dif- 
fracteeexterieure a la fente elle-meme : Tintensite au bord geom^trique 
est prise pour unite. 

Table D. 



/f. 



lutcnsite. 



0,0 


i,oooo 


2 


0,48825 


4 


7673 


6 


t)6i8 


8 


5525 


<,o 


4564 


2 


3701 


4 


2940 


6 


2287 


8 


1742 


2,0 


i328 


2 


0,0973 


4 


689 


6 


5oo 


8 


371 


3,o 


291 


2 


245 


4 


222 


6 


214 


8 


2l3 


4,o 


212 


2 


209 


4 


206 


6 


189 


8 


172 


5,o 


i53 


2 


l32 


4 


112 


6 


0,0094 


8 


79 


6,o 


0,0067 



n. 


Intensite. 


6,0 


0,0067 


6,2 


58 


4 


54 


6 


5i 


8 


5o 


7,0 


49 


2 


49 


4 


48 


6 


47 


8 


44 


8,0 


41 


2 


36 


4 


3i 


6 


27 


8 


22 


9,0 


18 


2 


i5 


4 


i3 


6 


12 


8 


11 


10,0 


II 


2 


11 


4 


10 


6 


10 


8 


10 


11,0 


0,0008 


2 


7 


4 


5 


6 


4 


8 


2 


12,0 


0,0001 



2^ Sar une direction perpendiculaire a la ligne lumineuse. — Pour 
plus de simplicite, supposons la ligne lumineuse infinimenl longue. 
L'intensite sera alors la meme en tous les points d*une droite parallele 
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^ la source; elle y sera ^gale k Taire de la section faite dans le solide 
de diffraction par un plan mene parallelement k celui de la section 
meridienne» a une distance de Taxe egale k celle de la droite et de la 
source. 

Table £. 



ft 


Intensite. 


n 


Intensity. 


0,0 


1,0000 


6,6 


0,0091 


2 


0,9769 


8 


86 


4 


9562 


7,0 


90 


6 


9015 


2 


0,0104 


8 


8534 


4 


109 


1,0 


7676 


6 


114 


» 


6764 


8 


118 


4 


5843 


8,0 


ia4 


6 


4910 


2 


ii5 


8 


3977 


4 


112 


2,0 


3176 


6 


0,0091 


2 


2386 


8 


73 


4 


1792 


9)0 


65 


6 


1290 


2 


41 


8 


o,o835 


4 


26 


3,0 


576 


6 


a4 


2 


376 


8 


26 


4 


3oo 


10,0 


28 


6 


299 


2 


33 


8 


3o5 


4 


36 


4,0 


344 


6 


4a 


a 


373 


8 


45 


4 


401 


II ,0 


48 


6 


416 


2 


47 


8 


417 


4 


45 


5,0 


404 


6 


43 


2 


370 


8 


32 


4 


3o9 


12,0 


i5 


6 


256 


a 


' 12 


8 


224 


4 


0,0009 


6,0 


164 


6 


6 


a 


137 


8 


3 


4 


0,0109 


i3,o 


0,0001 



La Table E donne les aires de ces differentes sections pour des dis- 
tances n k Taxe qui croissent de 2 dixifemes en 2 dixiemes : elle 
montre que, de part et d'autre de Timage geom^trique de la fente, 
rintensil6 lumineuse d'abord graduellement decroissante, a mesure 
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que I'on s*eloigne de I'lmage geometriquei passe bientdt, comme daDS 
le cas d'un point lumioeux, par une serie de minima et de maxima. 
Mais il y a entre les deux cas une difference profonde ; avec une fente 
lumineuse, I'intensite n'est pas nulle dans les points qui corres-. 
pondent aux minima. 
Ces conclusions sont representees graphiquement dans la fig. 5 et 

Fig. 5. 



\ 



I \ 




resumees dans le tableau suivant, qui renferme les valeurs de n corres- 
pondantes aux maxima et minima successifs, ainsi que I'intensite lumi- 
neuse en chacun de ces points par rapport a celle de la ligne elle-meme 
que nous prenons pour unit^ : 

n 

Sur la ligne elle-mtoc o ,00 

Premier minimum 3 ,55 

Premier maximum 4 ,65 

Second minimum 6,80 

Second maximum 8 ,00 

Troisi^me minimum 9,60 

Troisi^me maximum 11 ,00 

Quatri^me minimum i3,!u> 



Intentite. 
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11 convient de remarquer que le premier minimum est ici plus voi- 
sin de I'image geometrique qu'il ne Test dans le cas d*un point lumi- 
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neiix. Cede conclusion de la tlieorie est entierement d'accord avcc les 
experiences de Fraunhofer ( ' ). 

Lorsque la source lumineuse est une droite dc longueur finic, les 
franges latepales dont nous venoas de parler ne sont plus rectilignes 
dans toute Icuretendue, mais aux extremiles dc I'image geomelrique 
elles s'inclinenl en se rapprochant de cette droite; en meme temps, 
leur eclairement diininue progressivemenl, et elles se fondcnt insen- 
sil>1ement dans la zone de lumiere diffractee, en paraissant former 
autour <ie I'image geomelrique comme une sortc d'anncau continn. 

Les dimensions angulaires de la source sont comparables a cclles 
du solide de diffraction. 

Si la source, au lieu d'etre reduite a une simple ligne, est une fenle 
de plus en plus large, les appareaccs lumineuses qui viennent d'etre 
indiqu^es se transformentd'une fagon continue. L'intensite en un point 
du plao focal estalors proportionnelle, non plus a la surface d'une sec- 
tion dii solide de dilTraction, mais a la portion du volume de ce solidi- 
comprise enlre deux de ces sections dc plus en plus distantes I'unt' 
de I'autre, a mesure que la largeur de la fente va en augmentant. 

Les phenomenes sont done ies suivants : 

Sur la ligne mediane de I'image geomelrique de fa fente, I'intensile 
lumineuse est maximum ; ellc decroit ensuite immediatement de pari el 
d'aulre de cette ligne d'une fa^on progressive pour aboulir, au dela des 
limites de I'image geomelrique, a une serie de maxima el de minima, 
dunt les intensites difTcrent d'autant moins de eel les des parties voi- 
sines que le diametre angulaire de la fente est lui-meme plus grand. 
Lorsque ce diameire angulaire est devenu egal a celui du solide dc 
diffraction caraclerislique de I'ouverture employee, toute trace de 
maxima ou de minima luinineux a disparu dans le plan focal; I'eclai- 
renient y varie alors d'une faQon continue depuis le milieu de I'image 
geomelrique jusqu'a ce qu'il devienne insensible. 

De meme, I'image d'un disque lumineux. dont lediam&tre angulaire 
augmente progressivement.-sera d'ahord un disque dans lequel I'in- 

(' ) Nimitlle laoiUfii-at'mn dc In lumiere. 
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tensite decroilra progressivement a partir du centre, et qui sera en- 
toure d'anneaux relalivement obscurs et brillants, mais qui se distin- 
gueront de moins en moins, a mesure que le diamfetre apparent de la 
source ira en augmentant ; pour une certaine limile analogue k la pre- 
cedentCy toute trace de maxima et de minima auradisparu, et Timage 
focale se reduira a un disque lumineux ou T^clairement ira progressi- 
vement en decroissant depuis le centre oil il sera maximum jusqu'au 
bord oil il sera insensible. 

Tons ces faits sont faciles a verifier par Texperience : il suffit de 
prendre pour source lumineuse une ouverture angulaire taillee dans 
une feuiiie de toic, recouverte dc papier vegetal et forlement eclairee. 
On voit alors toujours des franges brillantes au sommet de Tangle lumi- 
neux; mais leur longueur, paraliele aux cotes, diminue progressive- 
ment a mesure qu^on augmente Touvcrture de la lunette avec laquelie 
on observe; 

Le diamitre apparent de la source est tres- grand dans toutes les directions. 

Nous examinerons maintenant le cas veritablement utile en Astro- 
nomic, celui oil le diametre apparent de la source est tres-grand dans 
toutes les directions; et pour preciser, nous supposerons que ce dia- 
metre soit assez grand pour qu'on puisse, en chaque point, considerer 
comme rectilignes les bords de la source lumineuse. 

En appiiquant le theor^me general que nous avons enonc^ en com- 
mencant, on voit aisement que Timage focale de la source se compose 
alors de deux portions : Tune semblable a son image g^ometrique, 
dependant de sa forme et de ses dimensions apparentes, mais d'autant 
plus grande que I'ouverture employee est plus grande, et oil I'eclai* 
rement est constant et maximum; I'autre, contigue k la premiere, lui 
faisant suite et Tenlourant de toutes parts, dont la forme varie avec celle 
de la source, mais dont Tetendue angulaire ne depend que de la gran- 
deur de I'ouverture employee: cette seconde portion de Timage focale 
empiete en partie sur Timage geometrique, et Teclairement y va en 
decroissant progressivement jusqu'a ce que, apres avoir ete reduit a 
moitie aux limites de Timage geometrique, il devienne bientot com- 
pletement insensible. 
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Datis une lunette ou dans un t^Iescope^ Timage g^om^lrique de toute 
source lumineuse d*un diam^tre apparent suifisammeDt considerable 
se trouve done accompagn^e d'une zone de lumiire diffractie d'etendue 
angulaire variable avec Touverture de Tinstrument; et» pour trouver 
rintensite lumineuse aux diff^rents points de cette zone, il faut, dans le 
cas qui nous occupe, calculer les portions successives du volume du 
solide de diffraction separees par un plan, qui se d^place parall^lement 
^ lui-meme et a Taxe de ce solide depuis Tun de ses bords jusqu'a 
Tautre. 

Table F. 



II 


Intensity. 


n 


Intensity. 


n 


Intensity. 


n 


Intensite. 


— i3,o 


i,oooo 


-6,4 


0,9893 


0,0 


o,5ooo 


6,6 


0,0102 


ia,8 


oooo 


2 


9886 


2 


4440 


8 


97 


6 


oooo 


6,0 


9877 


4 


3882 


7,0 


9a 


4 


o,9999 


5,8 


9866 


6 


3364 


2 


87 


a 


9999 


6 


9853 


8 


2867 


4 


81 


— 12,0 


9998 


4 


9836 


1,0 


2407 


6 


73 


11,8 


9997 


2 


9817 


2 


1997 


8 


68 


6 


9996 


5,0 


9795 


4 


1640 


8,0 


61 


4 


9993 


4,8 


9771 


6 


i335 


2 


54 


1 


9990 


6 


9749 


8 


io83 


4 


48 


11,0 


9989 


4 


9726 


2,0 


880 


6 


42 


io,8 


9987 


2 


9704 


2 


722 


8 


38 


6 


9983 


4,0 


9684 


4 


604 


9,0 


34 


4 


9980 


3,8 


9665 


6 


5i6 


2 


3i 


% 


9979 


6 


9648 


8 


456 


4 


^9 


IO,0 


9977 


4 


963 1 


3,0 


416 


6 


27 


9,8 


9975 


2 


9612 


2 


389 


8 


26 


6 


9974 


3,0 


9585 


4 


370 


10,0 


M 


4 


9972 


2,8 


9545 


6 


353 


2 


22 


2 


9970 


6 


95o5 


8 


336 


4 


20 


9,0 


9967 


4 


9393 


4,0 


3i8 


6 


18 


8,8 


99^3 


2 


9278 


2 


298 


8 


16 


6 


9958 


2,0 


9121 


4 


276 


11,0 


i3 


4 


9953 


1,8 


8918 


6 


252 


2 


II 


2 


9947 


6 


8666 


8 


229 


4 


8 


8,o 


9940 


4 


836i 


5,0 


205 


6 


6 


7,8 


9933 


2 


8004 


2 


184 


8 


3 


6 


9926 


1,0 


7594 


4 


164 


12,0 


2 


4 


9919 


0,8 


7134 


6 


i48 
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I 


2 


99>3 


6 


6636 


8 


i35 


4 


I 


7,o 


9908 


4 


6111 


6,0 


124 


6 
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99^3 
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556i 
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9898 


0,0 


o,5ooo 


4 


108 


i3,o 


0,0000 


Ann. de Vtc. Itormale, 


a* S^rie. Tome V. 


— SlPTSMBRB 1876. 
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La Table F donne les valeurs de rintensite lumineuse, dans la zone 
de lumiere diflractee, pour des distances n comptees k partir de la 
ligne oil reclairement cesse d'etre constant et qui croissent de deux 
en deux dixiemes depuis n = — iS^o jusqu'k /i = + iS^o (la valour 
zero de n correspond aux limites de I'image geom^trique). 

h^ifig. 6 represente graphiquement Tensemble du phenombne. 

Fig. 6. 




jCj 



t- ' I — i-_j — I — I — 1 — I — 1 I L-J i ' ' ' ' r^ 1 \ 1 ,1 I I I II 

-13 12 11 10 987 66439-101 2346 789 lOU 19 13 



Constante de diffraction instrumentale. 

L'etendue de la zone de lumiere diffract^e, dans laquelle Tintensite 
lumineuse est assez grande pour impressionner la retine, depend evi- 
demmentt toutes choses egales d'ailleurs, de I'^clat de Tastre observe. 
Mais, si celui-ci est assez brillant, on doit admeltre que cette limite d'in- 
tensite est une fraction constante de I'intensite maximum de Timage 
focale, et, par suite, correspond k une memo valeur de /i, quelle que soit 
Touverture de la lunette qui sert aux observations. Ceci revient a dire 
que le diametre d*un astre suffisamment hrillanl et observe sur un fond 
identique varie avec Vowerture de tinstrument employd. 

Admettons que dans cette zone diffractee nous cessions de percevoir 
la lumiere des que son intensite est le trentieme de celle de la portion 
oil reclairement est constant; nous conclurons des valeurs donnees 
dans la table F que Timage de la source sera limitee pour nous a la 
valeur de n ^gale k + 3,8, ce qui^ pour un objectif de lo centimetres 
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d'ouverture, correspond k udc zone diffract^e exterieure d'une ^lendue 
angulaire egale k i^4- 

En d'autres termes» en vertu meme des proprieles de Tagent lumi- 
neux au foyer d'un objectif aplanetique, le diamelre de Timage focale 
d^une source, dont Tetendue angulaire est sutilsamment grande, est 
^gal k son diametre geometrique augmente d'une certaine quantite 
variable avec Touverture de Tinstrument, et qui pour un objectif de 
lo centimetres atteint theoriquement la valeur de 2'\8. 

Relativement a la mesure des diametres des astres d'uue certaine 
etendue angulaire, le Soleil, la Lune et les planetes, chaque objectif ou 
chaque miroir est done caracterise, comme pour la separation des etoiles 
multiples, par une conslante determinee, qui diflere d'ailleurs de son 
pouvoir separateur et qui varie, comme lui, avec Tintensite meme de la 
source. 

Nous appellerons cette nouvelle constante conslante de diffraction 
instrumentalef pourbien en rappeler I'origine; et avec les hypotheses 
que nous avons faites et les restrictions qui les ont accompagnees, nous 
sommes autorise a dire que, pour un objectif ou un miroir de lo cen- 
timetres d'ouverture, sa valeur est 

2% 8. 

Une autre consequence egalement importante decoule imm^diate- 
ment de la theorie qui precede. Lors du passage d'une planbte, Y^nus 
ouMercure, sur le disque du Soleil, il existe pour celui-ci deux zones 
de lumiere diffractee : la zone exterieure dont nous venons de parler 
et, en outre, une zone interieure qui empiete sur la plancte elle-meme. 
Le diametre de Venus ou de Mercure, mesure pendant le passage, devra 
done etre toujours plus petit que dans les conditions ordinaires d'obser- 
vation; et, de plus, ce diametre sera d^autant plus petit que Touverture 
de rinstrument sera moindre, la variation ^tant egale k la difference 
des constantes de diffraction instrumentale des instruments employes. 

La verification de ces deux lois a ete faite comme il suit. 

Verification expdrimentale. 

Premier mode de verification. — Dans une lame de cuivre, argentic 

et polie sur une de ses faces, j'ai fait tailler une ouverture rectangulaire 

4^. 
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a aretes bien rectilignes et de 2 centimetres de haut sur i^,5 de Urge. 
On eclairait cette ouverlure avec la lumiere d'une lampe Drummond, 
tantot par derriere pour avoir une source lumineuse directe, tantot 
en avant et par reflexion pour avoir Tanalogue d'une planete sur le 
disque du Soleil; on a obtenu ainsi : 



Oayerturo 


tcU 




Diamdtre. 
lot. l^cli 




Difference 


en centimetres. 


adrage dire 


lirage refl6chi. 


des diamitres. 


6,5 
Ii7 




35*53 
39,6ai 






30*76 
a6,93 


4*77 
ia,69 


6,5 

a,9 
1,7 




37,1a 
38,67 
4a, o5 






3o,a6 
7^9, So 

27,54 


6,86 

8,87 
14, 5i 



Second mode de verification. — Dans une lame de laiton noircie, j'ai 
fait pratiquer deux ouvertures rectangulaires de 3 centimetres de haut 
sur i^^5 de large, separees par un espace de i^^S, et dont les bords 
^taient bien rectilignes et tailles en biseau. En ^clairant cette lame par 
derriere avec la flamme d'une lampe Drummond, on avait ainsi deux 
sources lumineuses d'un certain diametre apparent, separees I'une de 
I'autre par un intervalle obscur. Le diametre exterieur etait celui 
d'une source lumineuse directe; le diametre interieur correspondait 
evidemment au cas d'une planete mesur^e sur le Soleil. 

Cette disposition experimentale etait d'ailleurs preferable a la pr^e- 
dente, car, pour les deux diametres, les conditions d'eclairement ^talent 
identiques; j'ai obtenu ainsi, avec une excellente lunette de 4 pouces 
qui m'a ete pretee par MM. Brunner : 

Diametre 



OuTerture 
en centlmdtire9. 

6,5 
3,0 

ii7 



exterieur. 

iai,i5 
122,17 
ia5,86 



interieur. 

36*13 

34,48 
3i,46 



Avec une autr^ lunette de 4 poucesi de foyer un pen plus long, on 



a eu : 



OuTerturc 
en centimdtres. 

5,1 

a,4 
»ia 



Diametre 



exterieur. 

i3i ,20 

134,98 
141,91 



interieur. 

39,63 
37,18 

3i,58 
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On pourrait objecter ^ ce mode d'observation que, en reduisant ainsi 
k 2 centimfetres Touverture d'une lunette de 4 ou 6 pouees, on se met 
completement en dehors des conditions ordinaires d'observation ; et 
que, d'autre part, le foyer de celte petite portion de Tobjeclif differe 
peut-etre du foyer correspondant a une ouverture plus grande. J'ai fait, 
pour repondre a ces objections, les deux series d'experiencesqui suivent : 

1^ J ai compare entre elles differentes lunettes, en leur laissant une 
ouverture relativement grande. Yoici les resultats oblenus : 



Diam^tro 
ext^eur. int^rieur. 



Lunette de Rossi i6,6 119, 58 36,278 

Lunette de Brunner, rMuite & 6,6 126,20 34,70 

Lunette de Rossi ( * ), ouverture r6duite k 1 1 , 5 99 ^ 10 27 1 56 

Petite lunette de Brunner, ouverture enti^re. . . 6,0 102,64 20,12 

Le sens du ph^nomene est, on le voit, toujours le meme; etmSme 
les differences sont plus considerables que celles que nous a\ions obte- 
nues en diaphragmant une lunette determines 

2° J'ai cherche Teffet que pent produire une variation considerable 
et graduee du foyer, lorsque Touverture d'une lunette de long foyer 
est reduite dans une proportion considerable. 

J'ai pris, dans ce but. Tune des lunettes de 4 pouees qui avaient servi 
a Tobservation du passage de Venus k Noumea, et, apres avoir determine 
avec soin les positions de son foyer, pour chacun des diaphragmes em- 
ployes, je Tai diaphragme jusqu'a ne lui plus laisser en son centre 
qu*une ouverture de 1*^,2. Faisant alors varier le foyer de 5 centimfetres 
en 5 centimetres, j*ai mesure le diametre exterieur et interieur de la 
double fente; j'ai obtenu ainsi les resultats suivants : 

Position du Jojrer, 

DiYision da tirage. 


Ouverture enti^re 10,0 40,0 

D reduite ii.. .. 5,i 40|0 

» B 2,4 40,5 

» » I, a 40,7 



(') Dans celte exp6rience, la distance entre la lunette el la double fente avail ^l6 consi- 
d^rablemenl augmenl^e. 
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Mesure des diameires avec Vouperture de i*,a 






Diam^tre 




Diyision du 


tirage. 


ext^rieur. 


interieur. 


lO 




134*25 


34%a 


ao 




i38,25 


3i,68 


25 




137,93 


30,96 


So 




139,84 


So, 18 


35 




140,77 


3i,57 


4o 




140,84 


3o,97 


45 




141,82 


So, II 


5o 




142,01 


3i,i7 


55 




140,26 


3i,o4 


6o 




137,61 


34,00 



Aux divisions extremes 10 et 60 du tirage^ Timage avait compl^te- 
ment perdu sa nettele, et les point^s etaient fort incertains. Si Tod 
neglige les mesures faites dans ces deux positions, les autres different 
peu Tune de Tautre, et les valeurs qui correspondent au foyer adopte 
coincident presque exactement avec les moyennes 

140^^,21, 3i^,o8 

des diametres obtenus successivement. 

II importe d'ailleurs de remarquer que Teclat de la source lumineuse 
a dans ce cas encore une grande influence. Ainsi, en pla^ant en avant 
de noire double fente un verre vert assez fonce, de maniere a reduire 
notablement Tintensite de la lumiere incidente, nous avons constate 
que le diametre variait beaucoup moins avec Touverture, et memo etait 
sensiblement constant. C'est ce que montrent les nombres suivants : 

. Diametre 

OuTerturc ^ ,^ 

en centimetres. exterieur. interieur. 

11,5 120,49^ 36,359 

3,2 119,675 35,o58 

Remarque. — Lorsque, endiaphragmant Tobjectif d'unequelconque 
des lunettes que j'ai employees, j'en reduisais Touverture k n'avoir 
plus que 5 a 6 centimetres, j'ai toujours vu les deux rectangles lumi- 
neux de la double fente entoures d'une ou plusieurs franges brillantes 
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dont le nombre, la largeur et reloignement du bord lumineux du rec- 
tangle allaient en augmentant a mesure que Touverture diminuait. 

Ce phenom^ne, dejk aperQu par Baden Powell lors de ses recherclies 
sur rirradiation ('), resulte immediatement de la theorie qui precede, 
et a ete explique plus haut dans tons ses details. 

II. - v£rification ASTRONOHIQUE. 

Passages de Mercure et de Vinus. 

L'une des conditions essentielles que Ton doit rechercher, si Ton 
veut trouver dans les observations astronomiques la verification de la 
loi que nous venons d'enoncer, est de ne comparer entre elles que les 
observations faites dans les memes conditions d'eclairement. Telles sont 
les mesures obtenues avec des instruments d'ouvertures differentes, mais 
de construction identique, lors d'un mSme passage de Y^nus ou de Mer- 
cure sur le disque du Soleil. 

Malheureusement, malgre toutes les difficultes et les causes d*er- 
reurs que mirent en evidence les observations des deux premiers 
passages de Venus, bien peu d'astronomes pens^rent au parti que Ton 
pouvait tirer, pour resoudre ces difficultes, de Tobservation bien pre- 
paree des passages sur le Soleil de la plan^te Mercure. 

Aussi ces passages, quoique se reproduisant tres-frequemment, n'ont 
ete observes avec soin que depuis une epoque relativement recente, et 
ils ne peuvent nous fournir, au point de vue qui nous occupe, tons les 
renseignements qu'on aurait pu en attendre. 

Nous examinerons done d*abord les observations faites lors des pas- 
sages de Venus du 6juin 1761 etdu 3 juin 1769, 

A cette epoque, les seuls instruments que Ton sut construire ^ peu 
pr^s exempts de defauts etaient les telescopes de petite ouverture; en 
comparant leurs resultats, nous admettrons, ce qui ne saurait s'eloi- 
gner beaucoup de la verity, que le rapport de la distance focale (seul 
renseignement que donnent alors en general les observateurs] a Touver- 
ture soit un nombre constant pour tons. 

(^) On Irradiation y by the Rev. Baden Powell. Memoirs of the Bojral Astronomical So- 
cietjr, vol. XVUI, p. 69 et suiv. 
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Nous trouYons ainsi, pour les diamfetres mesur^s microm^lriquement : 



Passage de V^nus en 1761 ('). 



Obserrateur. 



Mallet 

Canton 

Short 

Mason et Dixon. 



Distance focale 
du telescope. 

1,5 
a,o 
2,0 



Diamitre mesur^. 

57^,5 



58, o 

59ii 
59 >6 



57,75 
59, 3o 



Diamdtre rMuH 
k Tanite de distance. 

16*310 

16,812 



Obsemtenr. 

Maskelyne . . . 

Cook 

Green 

Rittenhouse.. 
Hornsley 



Passage de Vinus en 1769 ('). 

Distance focale 

de rinstriiment. DiamMte tnettir^. 

Telescope de 2 pieds 55*75 

» a » 56, 40 } 55,78 

» 2 » 54,90 

R^fracteur de 3 pouces d*ouverture. 57 ,3o 

R6fracteur de 12 pieds 58, 10 



DIaiiiMN riduit 
k rnnit^ 
de distanee. 



16, I03 



16,552 
16,783 



Les observations de quelques-uns des passages de Mercure peuTent 
^galement nous servir. 

Passage de Mercure du i au 5 mai i832. 

Diam^tre r^uit 
Obserrateur. Instrument. Diam^tre mesurd. a I'unite de distance. 

Bessel (') H61iom^tre. . . o"", 160 

Gambart [*) Equatorial ... o ,070 



Obserrateur. 

J. Schmidt (*) 
Madler(«) ... 
Mitchel 



Passage de Mercure du 8 mai i845. 
Instrument. Di 



m 



Lunette 0,068 

Equatorial... 0,244 
Equatorial... 0,265 



1 1 ,987 

91^90 


6,697 
5,184 


li 1845. 
i^tre mesa re. 


DIamMre rMuit 
k I'unite de disUnce 


10, "853 

11,754 
ii,58o 


6,*o57 
6,542 

6,522 



(') Die Entfernung der Sonne von der Erde aus dem F'enusdurchgange von 1761, her- 
geleitet von J.-F. Encke, Vice-Director der Slernwarte Seeberg, p. 74. 

(') Philosophical Transactions pour 1769, 1770 et 1771. 

(*) Astronomische Nachrichten, vol. X, n* 228. 

(*) Astronomische Nachrichten, vol. X, n" 332. 

(^] Ce diam^tre est deduit de la moycnne des dur^es d'un grand nombre de passages de la 
plan^te derri^re les fils du micrometre [Astronomische Nachrichlen, yo\» LVI, n' i34o). 

(•) Astronomische Nachrichten, vol. XXIll. 



9,91 


6*705 


io,i63 


6,877 


9,887 


6,604* 



9,43o 


6,367 


9,001 


6,077 


6,840 


4,618 
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Passage de Merciire du 8-9 novembre 1848. 

Obscnrateur. Ouverture. Diam^tre mesure. 

m f, 

Dawes (') 0,072 9,369 

Dawes 0,102 9>389 

Arago(*) 0,162 io,i55 

Passage de Mcrcure du 11 novembre 1861. 

Diam^lre r6duit 
Obserrateur. Instrument. Diam^tre meture. a Tunite de distance. 

Hartnup (•) fiqualorial. . . o, 102 

J. Schmidt (^) » 

Ad. von Parpart ( *) . . » 

Passage de Mercure du 4 novembre 1868 (•). 

DiamMre redutt 
Obscnrateur.' Instrument. Diam6tre mesurd. & Tunitc de distance. 

C. Wolf fiquatorial . . o ,204 

J. Plummer . . . . » .. o,i65 

0. Slnive j> .. o,oG4 

Je terminerai celte serie de mesures par celles qui sont venues k ma 
connaissaDce relalivement au dernier passage de Venus. 

Passage de F^nus, du 8-9 decembre 1874 ('). 

Diam^tre r^duit 
ObserTateur. Instrument. Diametre mesure. a I'unito de distance. 

Commandant Mouchez . Equatorial.. 0,217 64,385 16,992 

Colonel Ten nan t » .. o,i52 63,9{8 16,904 

(') Ces mesures ont et6 faitcs avcc un Equatorial de 8^,5 (anglais) de foyer, un micro- 
metre k Gls, un grossissement de i63 fois, et avec le m^me verre noir. L'objectif a M dia- 
phragmE jusqu'^ ne plus laisser en son centre que les ouvertures indiqu6es plus haul. [Mon-- 
thfy Notices of the Royal Astronomical Society y vol. IX, p. 21 et suiv.) 

(') OEuvres completes y vol. XI, p. 3i5. 

(') Astronomische Nachrichten, vol. LVI, n** i34o (1862). 

(•) Astronomische Nachricfiten, vol. LVI, n** i343 (1862). 

(*) Astronomische Nachrichten, vol. LVI, n* i343 (1862). 

(•) Recherches sur les apparcnces singulieres qui ont souvent accompagne ^observation 
des contacts de Mercure et de Fenus avcc le bord du Soleil, par MM. C. Wolf et 
C. AndrE. 

(') M. le commandant Mouchez, chef de la mission de Tile Saint-Paul, a bien voulumd 
communiquer cette valeur du diametre de VEnus. Les mesures du colonel Tennant se trou- 
vent dans le vol. XXXI des Monthly Notices of the Royal Astronomical Society, p. 345. 
Jnn, d€ l'Ec» Normale. a* Serie. Tome V. — Sbptshbob 187G. 4' 
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La verification de la loi que nous cherchons k etablir resulte du 
simple exanien des tableaux qui precedent; mais il y a plus, si» k 
Taide des observations du passage de Mercure du 4 novembre 1868 et 
du passage de Venus du 8-9 decembre 1874, on calcule la constante de 
diflfraction instrumentale relative a une lunette de 10 centimetres d*ou- 
verture, on trouve : 

Pour le passage de Mercure.. . 2*^,795 
Pour le passage de Venus 2",473 

valeurs qui s'accordent de la maniere la plus satisfaisante avec le 
nombre que nous adonnela theorie.AinsiJorsqu*une planete, fonction- 
nant comme corps opaque, limite une portion d'une source lumineuse 
tr(3s-intense, comme le Soleil, son diametre diminue k mesure que Tou- 
verture de I'instrument augmente et \e/acteurde diffraction instrumen- 
tale, relatif a ce cas, pent etre pris egal a 

2*^,634. 



Observations de nuit des differentes planites. 

Nous devons examiner maintenant les m.esures des diametres de pla- 
netes faites dans les conditions ordinaires d'observation, c'est-a-dire 
les mesures micrometriques faites avec un equatorial, la nuit, sur le 
fond obscur du ciel. 

Venus. 









Diametre 








ramenc a I'unit^ 


• 


Obsenrateur. 


Instrument. 


Micrometre. de distance. 




Robert Main (•), 


fiquatorial... 0,170 


double image 17,620 




Wichraann ('), 


H6liometre. . . 0,162 


h61iom6tre 17,^92 



(') On the values of t/ie diameters of the planets having measurable disks, as determi' 
ned with a double image micrometer attached to East Equatoreal of the Royal Obserpa- 
torjr Greenwich. [Memoirs of tlie Royal Astronomical Society, vol. XXV, p. 21 et suiv.) 

(*) Messungen i?on Durchmessers mit dem Konigsbergen Heliometer; Astronomische 
Nachrichten, vol. XXXU, n* 749 (i85i). 
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Jnpiter. 



Diam^tre ramene 

h la distance moyenne de Jupiter 

au Soleil =5,20379. 



Obsenratenr. 



Instrument. 



Micrometre. 



Equatorial. 



Polaire. 



Julius Schmidt ( ' ), £quatorial . 

Kaiser (*), » 

Th.-J. Hussey (*), » 

Struve (*), » 

Secchi (*), » 

H.-W.Brandes(«), H^liom^tre. 



m 

0,108 ^ Ills 

0,1 G2 double image 

0,175 double image 

0,9.54 k ills 

0,162 hdliometre 



38,910 
37,546 
39,543 
38,327 
38,355 
» 



38,545 



36,4i8 
35,149 

371897 
35,538 

35,961 

36,469 



36,523 



J'ajouterai que Temple Chevallier observant avec le cercle meridien 
de robservatoire de Durham (o°',o87 d'ouverture), en i843, 1844 et 
1845^ le temps du passage au meridien de la planete Jupiter, a trouve 
son diametre plus grand de i'',o35 que celui donne alors par le Nauti- 
cal, et derive d'observations faites avec des instruments de plus grande 
ouverture {''). 

Quoique la variation du diametre avec I'ouverture de Tinstrument 
app^raisse autant qu'on pouvait Tesperer, vu le peu d*eclat de Jupiter, 
ce n'est point la le fait le plus saillant qui ressorte des observations pre- 
cedentes. Ge fait/ que nous avons deja signale plus haut, est le suivant : 

Toujours le diamitre de Venus, mesure dans les conditions ordinaires 
d' observation t est plus grand, quelque grande que soil I'ouverture de I* in- 
strument^ que celui que Von ohtient lors des passages de cette planite sur 
le disque du Soleil. 

m 

Observation de jour des di drentes planetes. 

Mais il y a plus, au lieu de prendre les diametres de Mercure et de 
Venus mesuresla nuit, considerons lesresultatsdes observations faites 



(') Astronomische Nachrichten, vol. LXV, n" i543 (i865). 

(*) Astronomische Nachrkhtcny n° 1070 (1857). 

(') Astronomische Nachrichteny vol. XI, n® 264 (i833). 

(*) Astronomisclie Nachrichten, vol. V, n** 97, et vol. VI, n" 260. 

(*) Astronomische Nachrichten, vol. XLIII, n** 1017 (i855). 

(") Astronomisches Jahrbuch, fiir das Jahr*i824, von J.-E. Bode. 

(') Astronomische Nachrichten^ vol. LXXYU, n® 64a. 
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pendant le jour, nous aurons alors les valeurs suivantes : 



Mercure. 









Diametro 








r^duit k I'unite 


- Obserrateur. 


Inslrumcnt. 


Micrometre. de distance. 


Julius Schmidt ( 


'), fequatorial . . . o, 


108 h His 


6", 454 


Robert Main (*), 


» ... 0,1 


70 double image 6,890 




Venus. 




Diam^tre 
ramene k Tunitd 


ObserTateur. 


Instrument. 


Micrometre. 


de distance. 


J. Schmidt (^), 


Equatorial... 0,108 


^ais 


17", 554 


Wichmann (^), 


H^liom^tre. . . 0,162 


h^liom^tre 


I7,2a5 


J. Plummer (*), 


Equatorial... 0,1 G5 


double image 


i7,o5o 


R. Main («), 


)) ... 0,170 


double image 


17,280 


Secchi('), 


» ... 0,244 


2iGls 


16,416 j c 
17:5681'^'^^ 


ReeretMadler(»), 


y> ... 0,244 


^fils 


Airy n 


Observations m6ridiennes 


17,166 



La comparaison de ce tableau aveeles precedents conduit k cette con- 
clusion que le diametre de Venus mesure pendant le jour est plus petit 
que celui que Von ohtient pendant la nuit avec un instrument de mime our 
verture. 

Ainsi la moyenne des valeurs donnees par Main et Wichmann pour 
les observations de nuit est 

i7",5o6; 

tandis que la moyenne des observations de jour de Main, Wichmann 

et Plummer est 

17", i85. 



(') Astronomische Nachrichtcriy vol. LXV, n° i543 (i865). Schmidt ne donne que le dia- 
metre polaire de Mercure; c'est ce qui explique cette faible valeur. 
(') Memoirs of the Royal astronomical Society, vol. XXV, p. ai. 
(') Astronomische Nachrichten, vol. LXV. n° i543 (i865). 
(*) Astronomische T^achrichten, vol. XXXII, n" 749 (i85i). 
(*) Monthly Notices of the Royal Astronomical Society, vol. XXXIII, p. 56 1. 
(•) Memoirs of the Royal astronomical Society ^ vol. XXV, p. 22 et suiv. 
(') Astrvnomische Nachrichten, vol. XLIII, n° 10 17 (i855). 
(•) Astronomische Nachrichten, vol. XIV, n** 325 (1837). 
{•) Annates de I'Obserpatoire de Paris, vol. VI, p. 26. 
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Je trouve d'ailleurs, dans Ic Memoire de Wicbmann, un fait du meme 
ordre qui nous donnerait a lui seul rexplication de cetle difference (^]. 
Dans les nuits des 28 fevrier, 8 mars et 4 avril 1849, Wichmann a 
observe Venus avec un verre un peu colore en vert {mattgruner) ; les 
valeurs qu'il a obtenues ainsi pour le diametre de Venus sont : 

^7^'9 '7">'9 ei >7%27» 

dont la moyenne 

I7^II7 

est un peu plus faible que celle deduite des observations de jour faites 
avec la meme ouverture. 

Les observations de la Lune conduisent k une conclusion analogue. 
En discutant les observations de notre satellite, faites a la lunette meri- 
dienne (o"*, i35 d'ouverlure) de TObservatoirede Washington pendant 
lesannees 1862, i863, 1864 et i865, M. S. Newcomb est arrive a ce 
resultat que la difference moyenne entre les ascensions droites obser- 
vees et les ascensions droites donnees par les Tables de Hansen n^est 
pas la meme pour les observations faites le jour et pour celles faites 
la nuit. Tandis qu'elle est egale a o%i535 = 2",3oa dans le second cas, 
elle n'est plus que de o%o92 = i",38o dans le premier (^). La diffe- 
rence o'',922 est egale a I'exces du demi-diametre instrumental de la 
Lune pendant la nuit sur son demi-diamelre pendant le jour, exces 
beaucoup plus grand dans ce cas que pour les observations de Venus; 
ce fait est du en parlie a Teclat plus grand de la Lune, en partie a 
la differeoce des deux precedes d'observation et des aberrations des 
lunettes. 

La theorie que nous avons donnee plus haut explique immediate- 
ment ces differences et les faisait meme prevoir. Des qu'augmente la 
lumifere du fond sur lequel se detache Tastre dont on veut mesurer le 
diametre, ou bien encore a mesure que diminue Tintensite lumineuse 
de cet astre lui-meme, a mesure aussi diminue I'etendue angulaire de 
la portion de la zone de lumiere diffractee, ou Tintensite lumineuse est 
assez forte pour faire impression sur la retine. Ce phenomene est tout 
a fait analogue a celui dont nous avons demontre Texistence dans le 

(') Astronomischc Nachrichten, vol. XXXII, n' 749 (i85i). 
(') fVashington observations for i865. [Appendix II y p. 04.) 
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cas de Timage d*un point lumineux, ph^nom^ne qui fait aussi varier le 
pouvoir separateur d'un objeclir a mesure que varie Tintensit^ lumi* 
neuse des etoiies que Ton observe avec lui. 

Ainsi, par exemple, pour expliquer cette difference de i",84 entre 
les valeurs du diametre de la Lune obtenues a Taide des observations 
de nuit et cellcs de jour, il suffit d'admetlre que Tintensite lumineuse 
du fond du ciel est environ dix fois plus grande pendant le jour que 
pendant la nuit. 

C'est aussi pour cette raison, en grande partie du moins, que les 
diametres de Venus ou de Mercure, mesures lors d'un passage^ sont 
plus grands avec un heliometre qu'avec une lunette ordinaire de meme 
ouverture (*), Tintensite lumineuse etant qualre fois moins grande avec 
le premier instrument qu'avec le second. 

II convient d'ailleurs de remarquer que, sauf une seule exception 
dont nous avons explique Torigine, tous les diametres de Venus ou de 
Mercure, mesuris^ soil pendant la nuit, soit pendant le jour, sont plus 
grands que ceux obtenus lors des passages de ces deuxplanetes sur le disque 
du Soleil. 

Conclusion. — Pour pouvoir comparer entre elles les observations de 
la Lune faites pendant le jour avec celles faites la nuit» il faut augmenter 
le diametre relatif aux premieres d'une quantite tenant a la difference 
de la correction de diffraction instrumentale dans les deux cas, variant 
en raison inverse de Touverture de Tinstrument employe et qui, d'apr^s 
les observations de Washington, serait voisine de 



s>/',o 



pourun objectif de lo centimetres. 

C'est aussi dans ce sens que doivent etre interpret^es les regies em- 
piriques suivies actuellement pour la reduction des observations de 
Mercure, de Venus et de Mars (^). 

( ' ) Voir, dans les Rcchcrches sur I'obsen'ation des contacts de Mercure et de Kenus avec 
le Soleil, le Tableau des valeurs du diametre de Mercure obtenues lors du passage du 4 no- 
vembre 1868. 

(*) Observations made at the Royal Observatory Greemvich, i838 : Introduction, p. Lii. 
— Annales de I'Obscrvatoire de Paris. ( Voir, dans le Pr^ambule de chaque volume d'ob- 
servations, I'article relatif a I'observation des plan^tes.) 
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Bistorique et verification directe. 

Get agrandissement de Timage d'un corps planetaire par suite de la 
diffraction a ete d6montre aulrefois par Schwerd (*), et signale par 
Bessel a I'attention des astronomes. Dans une lettre adressee par lui a 
de Humboldt 9 on lit : < Les etoiles ont des disques factices dans les 
meilleures lunettes; il n'est pas douteux que Tagrandissement des 
disques n'ait aussi lieu pour les planetes > . 

€ Une decision aussi formelle, dit Arago C*), emanant d'une telle 
autorite, m'imposait le devoir de rechercher, dans nos anciennes me- 
sures micrometriqueSy de combien on s'eloignerait des dimensions 
reelles des astres en se fondant sur leurs dimensions apparentes. > 

Ce celebre astronome cite alors des mesures faites par lui en 1800 
et 1812 sur Venus et d'autres observations faites par Laugier en i85i 
sur Jupiter qui donnerent pour les diametres de ces deux planetes des 
valeurssensiblementconstantesy soitqu'on les observat avec Touverlure 
entiere de la lunette (o"", 162) soit qu'on les mesurat avec une ouverture 
reduite jusqu'a 3 centimetres. 

J'ai repris ces observations a Tequatorial de la tour de TOuest de 
robservatoire de Paris, non point que je soupconnasse Texactitude des 
resultats indiques par deux observateurs aussi consciencieux, mais 
pour me rendre compte des causes qui pouvaient produire un fait aussi 
contradictoire avec la theorie. 

J'ai ete amene a conclure que la Constance meme du diametre de la 
planete dans les conditions indiquees, loin de contredire la theorie, ne 
faisait que la coniirmer. En meme temps que, par suite de la diffrac- 
tion, Tinterposition du diaphragme agrandit Timage focale, elle di- 
minue, en effel, et dans une proportion considerable, Fintensite lumi- 
neuse, deja faible d'ailleurs, de cette image; de sorte que, si les deux 
effets n'etaient point simultanes, le diametre mesure devrait necessai- 
rement se trouver diminue avec une aussi petite ouverture. 

L'experience suivante faite dans la chambre noire prouve la verite 
de cette explication. 

(') Beugungserscheimuigen, 

(') OEuvres completes, vol. XI, p. 3i3. 
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Ed eclairant avec une simple bougie la double feute dont j'ai *parl£ 
plus haut, et que j'avais recouverte de papier vegetal, j'obtenais un 
eclairement plus fort que celui que m'avait doone la veille la plan^te 
Jupiter observee avec Touverture entifere (o™,3a) de Tequatorial de la 
tourde TOuest. J'eo mesurais alors le diambtre. 

1° Avec une ouveriure de 6^,0 

a® Avec une ouveriure de 2,4 

et j'obtins les deux valeurs 

37^^,39 ei 36^,67 

sensiblement constantes, tandis que, comme on Ta vu plus haut, ces va- 
leurs differaient notablement lorsque la feme etait fortement eclairee. 

D'ailleurs, si Ton ne peut, soil a cause de la forme dissymetrique 
de la planete» soit k cause de son peu d'eclat et des ondulations, ve- 
rifier ainsi la variation de son diametre avec le changement d'ouverture de 
la lunette, on pent arriver a produire une autre cpns^quence immediate 
de la theorie. J'ai dit plus haut que, lorsque le diamfetre apparent de 
la source etait assez faible comparativement k Touverture, Timage 
focale de cette source ^tait entouree d'une ou plusieurs franges lumU 
neuses, nettement s^par6es d'elle par un intervalle relativement ob- 
scur. G'est ce que j'ai verifie sur la planete de Venus, au moyen du 
grand Equatorial de la tour de Touest de TObservatoire de Paris. En 
r^duisant son ouverture a 4 centimetres, j'ai vu, lorsque Tatmosphere 
Etait favorable, a une certaine distance du bord bien termine de la pla- 
nete, et separee de lui par un intervalle sensiblement obscur, une 
frange un peu large et coloree sur ses bords. En augmenlant Touver- 
ture a 6*^~, 5, la frange se rEtrecit et se rapproche de la planete; avec 
une ouveriure de i3 centimetres, elle disparait completement. Si Ton 
reduit I'ouverture jusqu'a a*', 4> le phenomene perd toute nettetE, et 
il devient impossible de rien affirmer. D'ailleurs, Tinterposition d'un 
ecran annulaire permet d'obtenir des franges analogues plus belles et 
plus nombreuses : ce sera une verification nouvelle de la theorie. 

III. - £CRAN ANNULAIRE. 

Lorsqu'on recouvre au moyen d'un ecran la partie ccntrale d'un 
objectif ou d'un miroir, de faQon k n'en laisser nue^ vers les bords, 
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qu*UDe portion annulaire, on augmente le pouvoir s^parateur de cet 
objectif ou de ce miroir. On serait done porte a croire qu'on diminue, 
par eela meme, la valeur de la constante de difTraction instrumentale 
qui lui correspond. 

En realite Tinverse a lieu, et cette constante se trouve ainsi aug- 
mentee. Cet exemple est une nouvelle preuve que la constante de dif- 
fraction instrumentale est une caracterislique differente et indepen- 
dante du pouvoir separateur, dont cclui-ci n'est, pour ainsi dire, qu'uu 
cas particulier. 

Cest qu'en effet Tinterposilion d*un 6cran central a modifie la 
forme du solide de difTraction, en augmentant le volume relatif des 
parties qui sont situees au dela du premier minimum. Les pheno- 
mbnes de diffraction sont des lors fort amplifies, relalivement a ce 
qu'ils sont lorsque Touverture est entiere. 

Pour le prouver, j'etudierai avec detail le cas particulier oil le dia- 
mMre de I'ecran central est la moitie de cclui de I'ouverture entiere. 



Fig. 7. 




10 



[jU source lumineuse est unefente infiniment petite j une droite lumineuse. 

J'adopterai le meme ordre que plus haul. 

1® Le point dont on veut connattre V eclairement est situe sur la ligne 

Ann, de Vio, Nornude. a« Serie. Tome V. - OeTOBRi 1876. 4^ 
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lumineuse ou sur son prolongement. — Les intensites en ces differents 
points, egales aux portions successives de I'aire de la section mdri- 
dienne du solide de diffraction, sont donnees par la Table F, at repre- 
sentees graphiquement par lay%. 7, oil Tintensit^ au bord g^omdtrique 
de la fente est prise pour unite. 



Tablb F. 



n. 


Intensitu. 


0,0 


1 ,0000 


a 


8774 


4 


7617 


6 


65i6 


8 


5479 


1,0 


4563 


1A 


3763 


4 


3o83 


6 


2629 


8 


2094 


2,0 


1769 


'JL 


1 555 


4 


140G 


6 


1 336 


8 


1291 


3,0 


1279 


2 


1275 


4 


1269 


G 


1252 


8 


I217 


4,0 


II 52 


2 


1067 


4 


0,0996 


6 


867 


8 


754 


5,0 


656 


2 


532 


4 


433 


G 


348 


8 


277 


6,0 


0,222 



/t. 



Intensite. 



6,0 


0,0222 


2 


i83 


4 


159 


6 


145 


8 


i38 


7,0 


i35 


2 


i34 


4 


i3o 


6 


126 


8 


118 


8,0 


107 


2 


0,0094 


4 


80 


6 


66 


8 


5i 


9»o 


36 


2 


27 


4 


18 


6 


11 


8 


0,0007 


10,0 


4 


2 


2 


4 


2 


6 


I 


8 


I 


11,0 


• 

1 


2 


1 


4 




6 


0,0000 


8 


0,0000 


12,0 


0,0000 



Sur une direction perpendiculaire a la fente. — Le th^oreme general 
montre?qu'alors les intensites aux differents points du plan focal sont 
egales aux surfaces des differentes sections que Ton peut faire dans le 
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solide de ditrraction, parallelement a la section meridienDe. Ces sur- 

Flg. 8. 







„L 




2 




faces ont ete calculees dans la Table (G), et representees dans \^fig* 8, 



Tablr G. 



« 


Intensity. 


n 


Intensity. 


0,0 


1,0000 


4 


1757 


a 


9710 


6 


1943 


4 


9420 


8 


21 3o 


G 


8787 


4»o 


ai4l 


8 


8oG3 


•1 


2289 


1,0 


7258 


4 


2292 


2 


6353 


6 


2295 


4 


5383 


8 


2o5o 


6 


45o2 


5,0 


1 834 


8 


3623 


2 


1606 


2,0 


2925 


4 


1426 


2 


2348 


5,6 


0,1106 


4 


"899 


8 


8G7 


G 


1709 


G,o 


G24 


8 


i565 


2 


461 


3,0 


i56i 


4 


4o5 


2 


1626 


6 


3i4 



4a. 
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Table G (suite). 



6,8 
7,0 

4 
() 

8 
8,0 

2 



4 

6 
8 



In ten site. 

o, 1275 
267 
237 
260 
284 

322 

358 
364 
33i 
293 
278 



n 


Intensity. 


9)0 


0,1234 


2 


182 


4 


1 36 


6 


112 


8 


59 


10,0 


41 


2 


27 


4 


12 


6 


6 


8 


4 


11,0 


3 



Leur examen montre que, dans ce cas comme dans celui ou Touver- 
ture etait enticre, Tintensite, d'abord graduellement decroissante k 
mesurequeTon s'eloigne de I'image geometrique, passe bient6t par 
une serie de minima et de maxima; mais il faut remarquer que les 
intensites des premiers minima sont beaucoup plus grandes dans ce 
cas que dans Tautre, et que les difierences d'intensite entre ces maxima 
et les minima suivants sont moindres. 

Ces conclusions sont resumees dans le tableau suivant : 



Sur la ligne ello-m^me , 
Premier minimum . . . . 

Premier maximum 

Deuxieme minimum. . . 
Deuxi6mo maximum. . . 
Troisieme minimum. . . 



n 

0,0 
3,0 

4,4 

8,2 
II. o 



Inten&it^. 

I 

_JL 

6.4 

1 
4.4 

I 
S7 

O 



J'ai confirme ces deductions theoriques dc la maniere suivante : une lan- 
terneDrummond elait munie d*une fente dontl'un des coles^tait mobile 
au moyen d'une vis micrometrique, et se mouvait d'ailleurs un peu obli- 
quement par rapport a Taulre. La lunctle de 6 pouces de Rossi etant 
diaphragmee a 1 o centimetres, Timage dc la fente qui precede paraissait 
entourec, dans sa parlie la plus large (0"°*, i), de franges nombreuses 
(on en pouvait compter qualre au moins), trfes-fines et peu intenses, et 
qui disparaissaient vers le sommet de Tangle; des que Ton recouvrait le 
centre de Tobjectir, au moyen d'un ecran de 5 centimetres de diambtre. 
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mSme du champ de la lunette, deux bandes lumiueuses autour de la 
moitie la plus eclairee et une seule autour de Tautre. 

Mais, en outre, la premiere des deux bandes donn^es par la source 
la plusintensesedetachait nettement surle fond plus obscur de Timage 
de Tautre, et paraissait notablement plus eclairee; sur co fond, la 
seconde avait completement disparu. L'intensite de la premiere de ces 
deux bandes est done bien superieure au neuvieme de celle de la por- 
tion de rimage de la source ou Teclairement est constant, tandis que 
celle de la seconde bande lumineuse est, au contraire, beaucoup plus 
petite. 

Ainsi se trouve expliquee Tobscrvation suivante faite avec le grand 
equatorial de la tour de Touest de TObservatoire de Paris. En reduisant 
son ouverture a 8 centimetres et recouvrant son centre avec un ecran 
dediametre moitie moindre, la planete Venus, dontle croissant com- 
meuQait alors a se former, donna une image bordee d'une bande lumi- 
neuse un pen large et sensiblement contigue a Timage elle-meme 
dans la partie la plus large de cette image; a partir de cette portion 
centrale jusqu'aux comes du croissant, les apparences se modifiaient 
progressivement, si bien qu'a pen de distance des cornes cette bande 
s'etait transformeeen une veritable frange nettement s6paree des bords 
de la planete. 

Fig. 9. 
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Lorsque les dimensions angulaires de la source sont sufQsamment 
grandes par rapport k celles du solide de diffraction caracteristique de 
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rouverture» Timage focale de la source se partage en deux parties : 
Tune oil T^clairement est constant, qui depend de la forme et des dimen- 
sions reelles de la source ainsi que de Touverture employee; Tautre, 
qui ne depend que de la forme de la source et du diametre de Touver- 
ture, oil I'eclairement d^croissant pen a pen se reduit a moitie aux 
limites geometriques de Timage et devient nul k une distance suffisam- 
ment grande de ces limites. 

La Table (H) donne les differentes valeurs de cette intensite pour 
des valeurs de n, variant de 2 dixiemes en 1 dixifemes. Les resultats en 
8ont representes graphiquement dans \^Jig, 9. 

Tjlblb H. 



n 


Intensite. 


H 


Intensite. 


n 


Intensity. 


n 


Intensity 


11,0 


1,0000 


-5,4 


0,9620 


0,0 


o,5ooo 


H- 5,6 


0,0320 


10,8 


1,0000 


2 


9555 


-+• 0,2 


45 {0 


8 


^79 


6 


1 ,0000 


5,0 


al79 


4 


4092. 


6,0 


249 


4 


1,0000 


4,8 


9371 


6 


3689 


2 


226 


2 


0999 


6 


9^97 


8 


33ii 


4 


207 


10,0 


9998 


4 


9>93 


1,0 


2972 


6 


192 


9,8 


9996 


2 


9086 


2 


2674 


8 


179 


6 


9993 


4,0 


8980 


4 


2420 


7iO 


167 


4 


9988 


3,8 


8878 


6 


2209 


2 


i55 


a 


9981 


6 


8781 


1,8 


2o36 


4 


143 


9iO 


997a 


4 


8689 


2,0 


1898 


6 


129 


8,8 


9961 


2 


86o5 


2 


1786 


8 


114 


6 


9948 


3,0 


8528 


4 


1693 


8,0 


98 


4 


9934 


a,8 


8454 


6 


i6i3 


2 


81 


2 


9919 


6 


8379 


8 


i538 


4 


66 


8,0 


9895 


4 


8298 


3,0 


1464 


6 


52 


7>8 


9878 


•jt 


8206 


2 


1421 


8 


39 


6 


9863 


a,o 


8094 


4 


i3o3 


9»o 


28 


4' 


9849 


1,8 


7955 


6 


1212 


2 


'9 


2 


9837 


6 


7783 


8 


1 1 14 


4 


12 


7,0 


9825 


4 


7572 


4,0 


1012 


6 

• 


7 


6,8 


9813 


2 


7316 


2 


906 


8 


4 


6 


9800 


1,0 


7020 


4 


799 


10,0 


2 


4 


9785 


0,8 


6680 


6 


696 


2 


I 


2 


9767 


6 


63o3 


8 


600 


4 





6,0 


9744 


4 


5891 


5,0 


5i4 


6 





5,8 


9713 


— 2 


5452 


2 


438 


8 





- 6 


0,9673 


0,0 


o,5ooo 


4 


0,0373 


-hii ,0 


0,0000 



Cette table H et la courbe des intensit^s {/ig. 9) montrent que le 
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(lecroissement de la lumiere n'est absolument continu, ni dans I'inte- 
rieur de Timagc geometrique, ni dans la zone de lumi^re diffractee ex- 
terieure. Apres avoir diminued'unefacon progressive, I'intensite lumi- 
neuse reste sensiblement constante dans une ccrtaine etendue, d'autant 
moindred*ailIeursque Touverlure est plus grande. II semble done que, 
par suite de la discontinuite impos6e, par ce diaphragme particulier, k 
la surface utilisee de robjeclif, on a inlroduit dans Timage elle-meme 
une discontinuite reelle. 

J'aiverifie ce fait non-seulement surdesastres artificiels, mais aussi 
sur le ciel avec le grand equatorial de la tour de Touest de robservatoire 
de Paris; je reduisais pour cela a 8 centimetres I'ouverture de son ob- 
jectif et j'en couvrais le centre avec un 6cran dediametre moitie moindre. 
On voit alors, autour de Timage de la Lune, une bande lumineuse 
d'environ i5 secondes de large, assez peu intense relativement k Teclai- 
rement central, mais dont la lumiere parait sensiblement ^gale a celle 
des parties interieures auxquelles elle succfede, et qui par suite ne se 
separe nullement du reste dc Timage. 

Ce fait est important : en effet, il prouve qu'avecun astre, comma la 
Lune a son premier quartier et observee en pleine nuit, Tceil pergoit 
dans la zone diffractee extericure une lumibre dont Tintensite est, 
d'apres la table H, h peu pres le yk ^^ T^clairement constant et 
maximum. Avec une source aussi intense que le Soleil, cette limite 
de perception doit s'abaisser, et il n'y a rien d'impossible a admettre, 
comme je Tai fait plus haut, qu'elle s'abaisse jusqu*k 3^. 

On voit, en outre, que la diminution de Tintensite de la lumiere dans 
la zone diffractee est beaucoup moins rapide dans ce cas que dans 
celui oil Touverture etait entierement libre; de telle sorte que, pour 
voir cette intensite reduite au —• de sa valeur maximum, il faut donner 
a 71 la valeur 5,5, au lieu de 3,8 qu'elle aurait dans Tautre cas. 

En d'autres termes, la constante de diffraction instrumentale theo- 

rique, au lieu d'etre 

2", 8, 

sera, dans le cas actuel, egale a 

Le diametre d'une source lumineuse, d'^tendue angulaire finie, doit 
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done paraitre plus grand, avec ce mode de diaphragme, que lorsque 
Tobjectif ou le miroir elait entierement nu. 

La presence des bandes lumineuses dont j*ai parle plus haul et, d'un 
autre c6te, rimpossibilile oil je me trouvais d'employer des ouvertures 
UD peu grandes par suite des dimensions de la chambre noire m'ont 
empeche de verifier directement ce changement de valeur de la correc- 
tion de diffraction instrumentale. Mais Temploi de Tecran a anneaux 
infiniment minces, que j'ai etudie dans le Chapitre P^ et qui exagere 
beaucoup tous ces phenomenes, m'a permis de mettre nettement en 
Evidence cette consequence de la theorie. 

En recouvrant Tobjectif du grand equatorial de la tour de TOuest de 
robservatoire de Paris d'un ecran en reseau dont le diametre exterieur 
etait de 28 centimetres et dont les anneaux pleins et nus avaient 
4 millimetres de largeur, j'ai obtenu les ph^nomenes suivants : 

i^ La LunCy qui 6tait alors un peu au dela de son premier quartier, 
m'a paru entouree de deux bandes lumineuses, dont la premiere, tres- 
iDtense et de i8",4 d'epaisseur, 6tait environ deuxfois moins large que 
Fautre, qui d'ailleurs etait peu visible. La premiere de ces bandes 
suivait exactement toutes les ondulations du bord de la Lune, se con- 
tinuait meme un peu au dela du bord bien termine; plus loin, elle en- 
tourait cbaque cratere un peu large, se reproduisait k leur intericur, 
tandis qu'au contraire cbaque pic un peu proeminent etait entoure, et 
k assez grande distance, d'un anneau circulaire tres-brillant. Ces deux 
bandes lumineuses etaient colorees en vert a Tinferieur et en rouge k 
Texterieur. 

2® De meme, la planete Venus parait entouree de trois bandes 
lumineuses d'intensites rapidement decroissantes, dont la premifere est 
fort intense, et qui offrent des phenomenes de coloration plus nets 
qu'avec la Lune. La premiere de ces bandes suit tres-netlement les 
contours de la planete, meme dans la concavite de son croissant; la 
seconde les suit moins bien, et la troisieme est sensiblement circu- 
laire. 

3** Autour de la planete Jupiter on ne voit plus que deux bandes 
lumineuses : cela tient a son faiblc eclat. Le sens general du pbenomene 
est d'ailleurs toujours le meme, mais Tapparence physique de cettc 
planete et les satellites qui Taccompagnent conduisent a des remarques 

Ann, de I'Ec, Normale. 3* Serie. Tome V. — Octobrb 1876. 4^ 
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interessantes. Vue avec cet ecran, la planble parait formie de trois 
parties : 

Uae partie centrale nettement limitec oil reclairemcnt est constant, 
large de 39",9 et oil Ton distingue encore, moins bien cependant 
qu^avec Tobjectif nu, les bandes qui sont pour ainsi dire I'apparence 
caracteristique de Jupiter; 

Un anneau assez lumineux, d'une teinte un pen sombre comme celui 
de la Lune, colore en vert a Tinterieur, en rouge a Texterieur et large 
dei7",9; 

Un second anneau beaucoup moins intense, plus large et pr^sentant 
les memos colorations. 

Quant aux satellites, leur image se compose, comme celle des etoiles 
faibles, d'un disque central tres-petit entoure a grande distance d'un 
seul anneau brillant. Mais, si a ce point de vue rien ne les distingue 
des etoiles, Tobservation de leurs occultations derriere la plauete peut 
servir a Tetude de ces phenomenes de diffraction, Ainsi, le 3i mai, 
a 10^45™ de temps moyen, le premier satellite penetrait dans le 
deuxieme anneau; a ii^4^"'> il entrait dans le premier se delachant 
nettement de lui par suite de son plus grand eclairement; a i2^22™3o% 
il ne se distinguait plus de la surface lumineuse derriere laquelle il se 
trouvait : je jugeai I'occultation arrivee. Enlevant alors I'ecran et 
ramenant sur Jupiter la lunette avec son objectif entierement nu, j'ai 
revu neltement le satellite qui nc m'a semble disparaitre de nouveau 
qu'a I2^2a°'54^ 

Cette observation suffirait a prouver que ces deux bandes de diffrac- 
tion sont reellement tout entieres h I'exterieur du disque geometrique 
de la planete, et qu'en outre de ces bandes il existe autour de Timage 
du disque geometrique une zone de lumifere diffractee d'une etendue 
tres-appreciable. 

IV. - h£lioh£tre. 

Nous avons demontre plus haut que I'image d*un point lumineux, 
donnee pour chacun des demi-objectifs dontse compose Tbeliometre, 
est sensiblement une ellipse dont le grand axe est dirige perpendi- 
culairement a la ligne de section de cet objectif. II en resulle que le 
diametre d'une source d*etendue angulaire finie doit Stre different 
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quand on le mesure suivant la ligne de section ou suivant une per- 
pendiculaire a cette ligne. Cette consequence est assez importante pour 
exiger une veriBcation experimentale directe. Je I'ai obtenue des 
deux manieres suivantes : 

I** On mesure les differents intervalles donnes par la double fente, 
dont j'ai parle deja, avec un micrometre dont la vis est horizontale, 
soit lorsque Tobjectif est entier, soit lorsqu'on en couvre avec un 6cran 
la moitie verticale. On a ainsi (*) : 

^ ^ Diamdtre exterieur. Diam^tre intericur. 

OuTerture ^— __j^, ^|^, ^^ 

en centimare. Objectif entier. Demi-objectif. Objectif entier. Demi-objectif. 

6,0 94*06 98^,32 28^,45 25^,68 

3|a 97, a5 101,00 ^7,oy 22,26 

2° On mesure de la meme maniere les diambtres verticaux et horizon- 
taux d'un disque circulaire perce dans une feuille de tole, reconvert de 
papier vegetal et fortement eclaire par derriere. On a ainsi : 

^ Diamdtre vertical. Diamdtre horizontal. 

Ouverturo -^ m 1 n ^^ 

en centimetre Objectif entier. Demi-objectif. Objectif entier. Demi-objectif. 

3,2 181,76 i3i,io i3i,09 i35,i2 

Le diametre d'une source lumineuse est done plus grand quand 
on le mesure avec un demi-objectif, dans une direction perpendi- 
culaire a la ligne de section, que si on le mesure avec Tobjectif 
entier. La seconde experience nous apprend, en outre, que suivant la 
ligne de section les diametres mesures sont les memes. Ainsi cha- 
cune des deux images du Soleil, donnees par un heliometre, est en 
r^alite une ellipse dont le grand axe est perpendiculaire a la ligne de 
section; maisson petit axe, dirige suivant cette ligne, est egal au dia- 
metre de rimage circulaire qu'on obtiendrait avec un objectif ordinaire 
de meme ouverture. Les mesures de diametre ou de distance, faitesavec 
un heliometre, sont done comparables a celles faites avec une lunette 
ordinaire. Cependant, comme I'intensite lumineuse de chacune des 
images n'est au plus que le quart de ce qu'elle serait si Tobjectif etait 

(') Dans ces experiences, les deux rectangles lumineux qu^offre la double fente se prolon- 
geaient en haul el en bas par des bandes lumineuses de diametre sensiblement dgal au leur 
et qui subsistaient quand on augmentait Touverture de la lunette. 

43. 
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entier, riieliometre donnera toujours, dans le cas d'un passage, des 
diametrcs Irop grands, et des diametres trop petits, au contraire, si les 
mesures sont faites dans les conditions ordinaires. Cest ce que confirme 
I'examen altentif des nombres qui ont ele ciles dans le Chapitre pre- 
cedent. 

L'heliometre offre d'ailleurs un precieux avantage, que signale Bes- 
sel dans son Rapport sur Tobservation du passage de Mercure, du 5 mai 
i832 : € Quoique, dit-il, pendant toute la duree du passage, il soufQat 
une violenle tempete qui souvent ebranlait Tinstrument, cela n'eut 
aucune consequence facheuse sur les observations. Les ebranlements 
de la lunelte n'avaient point d'influence, puisqu'ils elaient partages 
par les deux nioities de robjeclif et que tout se passait, en definitive, 
comme si la lunette ^tait en repos. > 



CHAPITRE III. 

CONSEQUENCES ASTRONOMIQUES. 



I. - OBSERVATIONS H£RIDIENNES DE LA LUNE ET DES PLAN£TES 

A PHASES. 

Toutes Ics fois que Tastre dont on veut determiner la position est 
tel qu'on nc puisse en observer que Tun des bords (telssonl la Lune 
et les planctes interieures, ainsi que Mars et Jupiter, en certains points 
de leurs orbitesj, il faut, pour rcndrc comparables entre elles les ob- 
servations faites avec des instruments d'ouvertures diflerenles, meme 
s'ils ont des objcctifs parfaits, corriger cbacune d'elles de la diffraction 
instrumentale qui caracterise Tinstrument considerc. 

Cest ainsi, par exemplc, que, toutes choses egalcs d'ailleurs, Fascen- 
sion droite du premier bord de la Lune sera plus petite, en un meme 
endroit, pour un observateur armc d'un instrument de petite ouverture 
que pour un autre astronome dont Tinstrument aurait un objectif plus 
grand : Tinverse aurait lieu pour le second bord de notre satellite. 

Cette proposition est une consequence directe des experiences dont 
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00 a donne plus haut les resultals, et, a la rigneur^ on peut la consi- 
derer comme dejk demontree. II est bon, neanmoins, d'en chercher, 
dans les observations elles-m^mes, une preuve pour ainsi dire plus 
astronomique. 

Or, depuis quelques annees» k FObservatoire de Paris, on observe 
assidument la Lune, pendant la premiere moiti^ de sa. lunaison, a deux 
instruments d'ouverture diflerente : le grand cercle meridien (o",a4 
d'ouverture) et la lunette meridienne deGambey (©""jiS). Voici le ta- 
bleau des ascensions droites du premier bord, observees simullan^ment 
en 1875 a ces deux instruments (*), tableau dans lequel nous avons 
inscrit» a la colonne difference, Fexces de Tascension droite donnee 
par le grand cercle meridien sur celle que donne la lunette de Gambey. 

• Ascension droite du premier bordde la Lane obsen^e le mime jour a Paris, en 1875, 

a la lunette de Gambey (G) ^^ au grand cercle meridien (M). 







Ascension droite 












^ 


Difiercnce 


Dates. 




G. 


M. 


M- 


-G. 






h m s 


b m • 


• 




Janv 


19 


6.27.21.47 


6.27.21,58 


■4- 0,H 






24 


7.33. 9,36 


7.33. 9,5l 


i5 




Fev 


i5 


6. 3.33.72 


6. 3.33,87 


i5 






18 


9. 8.40.90 


9. 8.4i,3o 


40 


• 




'9 


10. 2.14,99 


10. 2.14,95 




— 0,04 


Mars 


i5 


6.49* 0.83 


6.49. i,o3 


23 




Avril 


14 


9.28. 3.22 


9.28. 3,5i 


29 






i5 


10.18.53,61 


10.18.53,90 


29 






iG 


II. 6.iG,i8 


II. 6.16,09 




— 0,09 




17 


II. 5i .22.20 


11. 5i .22,29 


09 






>9 


1 3. 19.23.69 


13.19.24,17 


48 




Mai 


1*2 


10. 2.44.99 


10. 2.45,00 


01 






i5 


12.21.27.63 


12.21.27,89 


26 






19 


15.24.12.78 


15.14.12,99 


21 




Juin 


14 


14.20. 2.76 


14.20. 2,94 


18 






i5 


i5. 7. 42. 60 


i5. 7.42,60 




— 0,06 




17 


16. 51.34. 22 


i6.5i.34,3o 


08 






18 


17.47.23.25 


17.47.23,15 




— 0,10 


Juillet 


12 


14. 5o. 2.46 


14. 5o. 2,53 


07 






i5 


17.27.12.68 


17.27.12,61 




- 0,07 




17 


19.21.46.08 


19.21 .46,21 


i3 




AoAt 


10 


iG. 10.57.80 


16.10.57,88 


08 




D6c 


G 


23.34.27.05 


23.34.27,23 


18 






7 


0. 23. 23. 32 


0.23.23,55 


23 








DifKrence moyenne M - 


- G. . . 


H- o",i36 



(*) Comptes rendus des stances de rjcaddmie des Sciences, t. LXXXII, p. 577 et suiv. 



34 a CH. ANDR*. 

Sur les vingt-quatre observations que reDferme ce tableau, cinq seu- 

lement donnent une difference en sens inverse de celui que nous avoos 

annonce. II convient d'ailleurs de remarquer que la difference moyenoe 

correspondant a ces cinq observations n'est que de o%072, tandis que 

la moyenne des dix-neuf autres atteint o%i85. Quoi qu'il en soit, on 

deduit de ce tableau que I'avance moyenne de M. Renan* observant a 

la lunette de Gambey, sur M. Perigaud^ charge du grand cercle meri- 

dien, est egale a 

o%i36, ou en arc 2",o4; 

malheureusement, les observations sin)ultan6es du second bord de la 
Lune sont trop peu nombreuses pour qu'il soit legitime d'en tirer une 
conclusion quelconque. 
La theorie conduirait a une difference de 

o",5o, 

beaucoup moindre que la precedente. 

Mais Tecart qui a ete observe est la resultante de Tefliet de la diffrac- 
tion instrumentale, des differences d'aberration des deux instruments 
et de I'equation personnelle de Tun des observateurs par rapport a 
Tautre. 

Or la difference des equations personnelles Perigaud-Renan est en 
moyenne de o%5, soit en arc o^yS (*); la difference des heures obser- 
vees tenant aux autres causes est done en r^alite de 

I", 25. 

Ces differences entre les ascensions droites du bord de la Lune, 
observees a des instruments differents, ont d'ailleurs ete remarqu^es 
depuis longtemps : j'en cilerai un exemple du a W, Struve (^). Dans 

(') En Tabsence de mesures precises sur les Equations personnelles dans les passages des 
plandtes et dans T^tat d'incertitude o^ est encore celte question, j'admets provisoirement 
avec W. Struve que I'equation personnelle est la m6me que pour les 6toiles; j'attribue 
ainsi aux d^fauts des objectifs, cause physique connue, les differences residuelies qui restent 
apr^s Tapplication de la correction de diffraction instrumentale. 

(*) Fergleichung dermit einem hleinen tragbaren Durchgangsinstrunient von Ertel and 
der mit dem dreifussigen Meridiankreisc beobachten Geraden Aufsteigangen des Mondes 
and der Mondsterne. (Jstronomische Nachrichten, Yol. X, i833, n** 217 et suiv.) 
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ce M^moire, le celfebre astronome, alors direcieur de robservatoire de 
Dorpat, compare les observations faites par Feodorow, avec un petit 
iDStrumeDt de 2^,6 d'ouverture, a celles de Preuss avec le cercle meri- 
dien de Dorpat (11 centimetres); et, apres elimination de la difference 
d'equation personnelle des deux observateurs, il arrive aux resultats 
suivants pour la difference P — F des ascensions droites de chacun des 
bords de la Lune : 



Premier bord 
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Dcuxi^me bord. 




Dates. 




P- 


-F. 
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D'oii, en tenant compte du poids que Struve croit devoir assignor ^ 
chacune des observations, on obtient o%336 pour valeur moyenne de la 
difference P — F; et, comme la secante de la declinaison de la Lune 
pendant la duree des observations est en moyenne 1,028, la difference 
des demi-diametres de la Lune donnas par les deux instruments 
est de 

notre theorie conduirait au nombre 

2^67. 

Le nombre observe est ici encore plus grand que le nombre theo- 
rique, et meme la difference est plus grande que dans le cas precedent. 
Cependant la lunette du petit instrument de Feodorow sortait de I'ln- 
stitut optique d'Utzchneider et Fraunhofer; on ne pent done guere lui 
supposer, vu ses faibles dimensions, une aberration assez forte pour 
produire un pareil resultat. Mais il convient d'ajouter que, comme la 
plupart des instruments meridiens que construisait alors Ertel, celui-ci 
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6tait a lunette brisee {*); eu des lors, cette difT^reDce n'a plus rien 
d'inexplicable, pour peu que Ton reflechisse a la complicatioD du sys- 
t^me optique qui fonctionne dans de pareils instruments. 

Les observatidns de la Lune, faites de 1862 a i865 a la lunette me- 
ridienne de Tobservatoire de Washington (^), mettent en evidence un 
fait du meme ordre. Leur discussion a conduit M. Newcomb ^ cette 
conclusion que la correction de TEphemeride d'Hansen, deduite de ces 
observations, tout en conservant la meme valeur moyenne 

o»,i54, 

changeait de signe avec celui des deux bords de la Lune qui avait ete 
observe. 

II. - d£terhination des longitudes par la h£thode 

DES CULMINATIONS LUNAIRES. 

II resulte des faits que nous venons de citer que, pour obtenir avec 
exactitude la longitude d'un lieu par la Mdthode des culminations lu- 
naireSf il importe de faire entrer dans le calcul le m^me nombre d*ob- 
servations des deux bords de la Lune faites en cette station. La lon- 
gitude deduite des observations du premier bord est, en effett meme 
en supposant par/ait Tobjectif de Tinstrument, toujours plus orien- 
tale que celle deduite du second bord; et, si c est la constante de 
diffraction instrumentale de Tinstrument employe, $ la declinaison 
de la Lune, a la variation en secondes d'arc de Tascension droite de 

la Lune pour une heure siderale, |3 le facteur-^^^ — i, la diffe- 
rence A des deux longitudes obtenues sera, en arc, de 

c(3seci, 

ou, comme, en moyenne, on peutsupposer ^secJ = 26, 4» 

A = 26,4c, 

d'oii, en temps, 

A = — 1 , 76 c. 



(•) Astronomische Nochrichtcn, n* 217. 

(') Washington Obsetvations for i865. (Appendix 11, p. 24.) 
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Par exemple* les instruments meridiens qui servent dans la plupart 
des campagnes hydrographiques et mSme geodesiques ont des lunettes 
de 6 centimetres d'ouverture, pour lesquelles la valeur maximum de c 
est 4^^ • Ics longitudes d*un meme point obtenues avec eux, par Tun 
et par Tautre bord de la Lune, different, done entre elles de 

8% 1 5. 

De meme les longitudes obtenues, avec le meme bord, par deux instru- 
ments dont les constantes sont c et c' (c se rapportant au plus petit des 
deux], et exprimees en temps, different entre elles de la quantite 

A' = ±os88(c^c'), 

le signe — se rapportant au premier bord dans le cas ou la station est 
orientale. Ainsi, pour le petit instrument meridien de TObservatoire du 
Bureau des Longitudes a Montsouris (6 centimetres d'ouverture), el le 
Grand Cercle meridien de TObservaloire de Paris (o™,a4)f on a 

= 4^630, c'=i%i58; 

la valeur absolue de la correction precedente est done 

Comparons ces deductions theoriques aux resultats des observations. 

i^ Les nombreSy que nous avons avons cites plus haut, montrent que 
pour les deux instruments employes par Preuss et Feodorow la correc- 
tion A s*eleve a 

8% 8; 

2^ Dans le voyage qu'il fit sous les ordres du capitaine de Kotzebue, 
Preuss avait un instrument des passages de Troughton, de 57 centi- 
metres de foyer et de 3*^,8 d'ouverture, avec lequel il determina la lon- 
gitude de San-Francisco, au moyen de quatre culminations du premier 
bord de la Lune et trois du second. Comparees avec les observations 
simultanees faites k Dublin, Paris, Koenigsberg et Dorpat, celles de 
Preuss conduisent k une longitude occidentale plus grande de 7%4 
pour le second bord que pour le premier (*). 



(* ) Astronomische Nachrichien, n* a38, p. 364. 

Jnn. de I'ie. IformaU. a« S^rie, Tome V. — OcroBai 1876. 44 
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3® Pendant son s6jour a TObsepvaloire magnetique d'Hobart-Town, 
en 1843, 1844 et 1846, le lieutenant Kay (R.-N.) fit un grand nombre 
d'observations meridiennes de la Lune avec un instrument des passages 
de Troughton et Simms, de 75 centimetres de foyer et de 7 centimetres 
d'ouverture. En les comparant aux observations correspondantes faites 
aux grands instruments de Greenwich, Edimbourg et Cambridge, il 
trouva, pour longitude orientate d'Hobart-Town (* ) : 

Longitude deduite des obsenrations du 



Nombre Nombre 

ObserTatoire. i^r bord. des observations. a* bord. des obscnrations. 

h m 8 b m > 

Greenwich.... 9.49.26,03 9 9.49.15,68 3 

£dimbourg * 24,12 14 21.72 4 

Cambridge 3i,94 5 20,24 9 

Je me borne a ces trois exemples : ils sont loin d'etre les seuls que je 
pourrais citer, car on en trouve bien d'autres dans les Recueils astro- 
nomiques. Je signalerai surtout unMemoire deC.-A.-F. Peters, publie 
en 1825, et dans lequel il donne les differences de longitude de la plu- 
part des observatoires d'Europe, obtenues au moyen de Tobservation 
de la Lune et des eloiles voisines de son parallele (*). 

Conclusion. — Dans la determination des longitudes par la me- 
thode des culminations lunaires, il importe au plus haut point de 
connaitre le diametre apparent de la Lune, donne par Tinstrument 
dont on se sert. Pour cela, il faut done profiter de toutes les occasions, 
d'ailleurs rares, oil Ton pent observer a la fois les deux bords de la 
Lune: c'cst ce que firent Preuss et Feodorow, le i4 avril i832 ('). Les 
durees du passage de la Lune au meridien furent 

2°»9%02 pour Feodorow, 

et 

2™8%46 pour Preuss, 

nombres qui different entre eux de o%56. On en conclut que le dia- 
metre de la Lune etait plus grand de 8", 64 dans Tinstrument de Feo- 



(') Monthly Notices of the Royal Astronomical Society, vol. IX, p. 41. 
(*) Langendifferenzen mehercr Sternwarten aus den Beobachtungen der Mondsterne 
berechnet. (Astronomische Nachrichten, vol. V, n° loi, p. 65 et suiv.) 
(*) Astronomische Naclwicliten , n* 287, p. 343. 
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dorow que dans celui dePreuss, valeurqui differepeudecelle qu*a fourni 
I'ensemble des observations. C'est aussi ce que faisaitBessel k I'Obser- 
vatoire de Koenigsberg (*). 

Si, d'un autre c6te, dans un observatoire fixe, avec un instrument 
de meme ouverture que ceux qui servent en campagne, et aussi exempt 
d'aberration que possible, on determine assidument la correction de 
I'Ephemeride de la Lune, ainsi que son diametre apparent, on aura 
tons les elements necessaires au calcul et a Telimination des diffe- 
rences dont je viens de demontrer Texistence. 

III. - OCCULTATIONS. 

L'occultation d'une etoile par la Lune pent donner lieu, suivant la 
phase dans laquelle se trouve alors notre satellite, a quatre observa- 
tions differentes : 

I® Disparition de Tetoile derriere le bord obscur de la Lune; 

:2^ R6apparition de Tetoile au dela du bord obscur de la Lune; 

3** Disparition de Tetoile derriere le bord eclaire de la Lune; 

4^ R^apparition de Tetoile au dela du bord eclaire de la Lune. 

De ces quatre especes d'observations, la premiere est evidemment 
la plus precise; la derniere, au contraire, sujette aux causes d'erreur 
les plus considerables. 

Quoi qu'il en soit, Tobservation de Tun quelconquede ces quatre plie- 
nomenes determine le point du limbe lunaire qui, a un instant donne, 
celui de Toccultation, a la meme declinaison et la meme ascension 
droite que Tetoile occultee. On pent en deduire(^) les coordonn6es 
d'une dtoile fictive qui serait, au meme instant et pour un observateur 
place au centre de la Terre, en contact avec le meme point du bord de 
la Lune; et, par suite, la distance angulairede cette etoile fictive au 
centre de la Lune, c'est-a-dire le demi-diamitre lunaire deduit dechaque 
occultation observde. 

Si la theorie qui vient d'etre exposee est exacte, il est certain que les 



(') Kcenigsberger Beobachtungen, 

(*) Introduction to Greenwich Jstronomical Observations; calculations of occultations of 
Stars, 

44. 
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^mitres tHoccultation resuitant des observations faites sur le bord 
obscurdela Lune seront loujours plus petits que ceux qui s'obtiendront 
avec les observations faites sur le bord eclaire, et plus petits de la va- 
leur de la constante de diffraction instrumenlale relative a Tinstru- 
ment considere. La discussion des nonnbres donnes par de nombreuses 
occultations doit done fournir une nouvelle verification des principes 
dont on a essaye de donner la demonstration. 

Malheureusement les observations de r6apparition d*^toiles au delk 
du bord eclaire de la Lune sont trop peu precises pour qu'on puisse les 
faire entrer en ligne de compte, et Ton doit se borner aux trois premiers 
phenomenes cites en commengant. 

Les Annales de V Observatoire de Greenwich^ etablissement dont les 
forces ont ete, depuis sa fondation, dirig'ees surtout vers Tobservation 
de notre satellite, renferment a cet 6gard des documents pr^cieux. Je 
citerai en particulier un Memoire de M. Breen sur lesdiametres lunaires 
deduits des occultations observees a Cambridge de i83o a i835 et k 
Greenwich de i636 a i860 (^ ), Memoire dont sont extraits les Elements 
de notre comparaison. 

Je choisiraii dans ce but, les observations faites a Greenwich avec 
un instrument determine, I'equatorial Est [de 6,7 pouces anglais 
(o", 17) d'ouverture], de i838 a i852, p6riode pendant laquelle le 
diametre de la Lune donne par le Nautical Almanac a differe d'une 
quantite constante de la valeur adoptee par M. Breen dans son calcul, 
et qui resulte des observations meridiennes et altazimutales faites a 
Greenwich pendant la meme periode. 

On a ainsi soixante-huit observations de disparition d'eloiles derriere 
le bord obscur, conduisanten moyenne au nombre 

-i^98 

comme correction au diametre adopte, et vingt-cinq observations de 
reapparition au dela du meme bord, donnant en moyenne la correction 

-3^Il; 

(^) On the value of the Moon's semidiameter as obtained by the investigations of Hugh 
Breen f from occultations observed at Cambridge and Greenwich. [Astronomical and Me- 
ttorological Observations made at tJie royal Observatory Greenwich in the year 1864 ; Ap- 
pendix L) 
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a cause de la difference des deux observations, il est convenable de ne 
pas prendre ces deux nombres s^parementi mais bien pluldt de ne con- 
siderer que leur moyenne, laquelle est 

D'un autre cote, la meme periode fournit quinze observations de dis^* 

parition derriere le bord lumineux de la Lune, dont Tenseinble donne 

pour correction nouvelle 

- o^8o. 

La difference des deux est 

tandis que la constante theorique de diffraction instrumentale de 
I'equatorial Est de Greenwich est de 

^^55. 

L'accord de ces deux nombres est aussi complet que le comportent 
les iocerlitudes de I'observation, tout aussi bien que celles qui existent 
sur la valeur meme de la constante theorique adopt6e. 

IV. - s£terhination de la parallaxe solaire au hoten de 

l'in£galit£ parallactique de la lune. 

La Lune ne sert point seulement a nous montrer, par la place 
qu^elle occupe par rapport aux etoiles, quelle position nous occupons 
nous-mSmes sur la surface de la Terre; I'observation reguliere de notre 
satellite pent aussi nous faire connaitre la distance qui nous separe de 
I'astre central de notre systeme planetaire. 

L'une des inegalites du mouvement de la Lune, Vinegalitd iile paral- 
lactique dont la forme est I sin D, D etant la distance angulaire moyenne 
de la Lune et du Soleil, depend en effet essentiellement de la distance 
de la Terre au Soleil et pent servir a la determiner. Ainsi 

• 

I etant le coefficient de Tequation parallactique, 

n la constante de la parallaxe solaire, 

JUL la masse de la Lune (fx = 7775), 

P la constante de la parallaxe lunaire (P = 84^12", 7), 

m le rapport des moyens mouvements du Soleil et de la Lune, 

F un facteur constant, egal a o,24i:i3| 



35o CH. ANDR]^. 

on a, d'apres Delaunay (') 



I 



I H- a sin P m* 

c'est-a-dire que la parallaxe solaire est a tres-peu pres le jj du coeffi- 
cient de Tequation parallactique. 

Pour obtenir, par ce moyen, la parallaxe solaire avec la precision de 
Y^ de seconde qu'on demande aujourd'hui aux observations du pas- 
sage de Venus, il faudrait done connaitre la valeur de Tin^alite paral- 
lactique avec une erreur moindre que 

o%i4; 

ou, en d'autres termes, une incertitude de o'', i sur la valeur de 
Tinegalite parallactique entraine une erreur correspondante de o'^ooy 
sur la parallaxe solaire. Une pareille precision ne peutetre atteinte 
que si Ton tient compte de TefTet de la diffraction instrumentale : c'est 
ce que je vais montrer, en prenant comme base les nombres donnes par 
M. Newcomb, dans le Memoireque j'ai deja cite(^), Memoire oil il dis- 
cute les observations de la Lune effectuees de 186:2 a i865 avec la 
lunette meridienne (o™, i35 d'ouverture) de TObservatoire de Was- 
hington. 

Les observations faites, pendant ces quatre ans, aux ^poques du 
maxima (en valeur absolue) de Tinegalite parallactique lui donnent 
immediatement pour valeur de cetie quantite 

1 24*^,36, 

au lieu du nombre 

1 26'', 46, 

qu'Hansen avait deduit des observations de Greenwich et de Dorpat 
et adopte pour ses Tables. 

D'un autre cote, sept fois, pendant cette periode de quatre ans, la 
Lune fut assez prfes de Topposition, au moment de son passage au 

(*) Th^orie du mouvement de la Lune, vol. II, p. 847. 

(') Inpestigations on the distance of the Sun and the elements wich depend upon it, 
( Astronomical and meteorological observations made at the United-Stales Naval Obserpa* 
tory-y during the year i865 ; Appendix II.) 
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meridieDy pour qu'on put en observer les deux bords et obtenir ainsi 
SOD diametre iDStrumental : il fut trouve egal a celui des Tables 
d'Hansen; de telle sorte que, au premier abord, il resulterait des ob- 
servations de Washington une correction de 



— 2%IO 



k apporter k Tin^galite parallactique donnee par Hansen. Mais, et 
c'est ici qu'intervient la diffraction instrumentalci la discussion de Ten- 
semble des observations faites pendant la periode indiquee plus haut 
montre que le demi-dianoetre instrumental de la Lune est plus petit 
le jour que la nuit, et moindre de la quantite 



0",92. 



Si Ton admet, ce qui ne pent guere etre eloign^ de la v6rite, que les 
f des observations correspondantes aux maxima de Tin^galit^ paral- 
lactique (c'est-a-dire vers les quadratures) ont 6te faites de jour ou tout 
au moins quelques-unes de celles-la pendant le crepuscule, comme, 
d'un autre cdte, celles qui ont servi a determiner le diametre ont et^ 
toutes faites pres de minuit, Tinegalite parallactique que nous avons 
obtenue directement est trop petite de o'\6j2; I'inegalite parallactique 
serait done 

Mais, il faut le remarquer, ce precede de correction est en realite un 
pen hypothetique; les corrections d'ascension droite, dont on a de- 
duit le nombre o'^Qiy, dependant dans une certaine mesure de Tin- 
certitude qui existe sur la valeur du coefficient de la variation^ pour 
avoir une valeur certaine de Tinegalite parallactique, il faudrait suivre 
une methode un peu differente, qui exige d'ailleurs Temploi d'un al- 
tazimut, seul instrument veritablement approprie a la determination 
qui nousoccupe. 

Cette methode, dans laquelle il faut egalement mesurer le diametre 
de la Lune toutes les fois que cela est possible, consiste k determiner 
une premiere valeur approchee de Tin^galite parallactique au moyen 
de la discussion d'un meme nombre d'observations des deux bords de 
la Lune, faites au moment des quadratures et toutes pendant le jour; 
puis, au moyen de deux groupes d'observations, en comprenant cha- 
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cun un Dombre 6gal des deux bords de notre satellitei et faites au mo- 
ment des syzygies, on caleule la correction qu'il faut apporter k cette 
valeur approchee pour tenir compte de I'effet de la diffraction instru- 
mentale. Le resultat est evidemment tout k fait independant de la va- 
leur du coefficient de la variation, cette inegaliie etant toujours nulle 
aux syzygies aussi bien qu'aux quadratures. 

Quoi qu'il en soit, en discutant les observations k un autre point 
devue^M.Newcombavaiteie conduit a admettre pour valeur deTinega- 
lite parallactique deduite des observations de Washington le nombre 

I25^46. 

La difference o'\^q des deux resultats precedents entraine une diffe- 
rence de o^o4 sue la parallaxe solaire qu'on en pent d^duire; on voit 
ainsitoute Timportance qu'a, meme dans cette question, rapplicationde 
la loi que nous avons enoncee. 

v. - I'ASSAGES DE VfNUS ET DE HERCURE. 

Le diamMre du Soleil et celui de Venus etant differents Tun et 
I'autre pour deux observateurs armes de lunettes differentes tandis 
que la vitesse relative de Venus par rapport au Soleil est au cantraire 
invariable, les deux astres ne doivent point paraitre en contact au m£me 
instant, en un meme lieu, pour ces deux observateurs. Le premier 
contact interne parait devoir etre note d'autant plus tdt que Tou- 
verture de I'instrument est plus petite, et le second contact interne 
etre, au contraire, note d'autant plus tard dans les memes conditions. 

Les instruments employes dans les observations des passages de 
Venus de 1761 et 1769 etaient si imparPaits k cause deTepoque mdme, 
que Ton ne pent guere esp^rer trouver dans les observations une veri- 
fication de cette loi. Gependant il convient de remarquer qu'en 1761, 
tout aussi bien qu'en 1769, le diametre deduit de Tobservation directe 
des contacts est sensiblement le meme que celui qu'on deduit de Ten- 
semble des mesures micrometriques; cette coincidence porte k croire 
que rheure d'un contact depend de la valeur du diametre de Venus 
dans Tinstrument employe. Mais Tobservation faite par M. Bessel, avec 
rheliometre de Koenigsberg, lors du passage de Mercure des 4 ^t 
5 mai 1 832, conduit k des resultats plus nets. 




FETUBE DE LA DIFFRACTION DANS LES INSTnUlIENTS d'oPTIQUE. 353 

Besset se proposait trois buts : 
i" Determiner les heures tie contact des bords des deux astres; 
2° Etudiei- les apparences physiques du phenomene ; 
3° En (leduire ud jugement sur I'irradiatioQ du Soletl et, par suite, 
determiner la grandeur et la forme de la planete Mercure. 

Pour resoudre ces differentes (juestions, il convenail de determiner 
par des mesures directes non-seulement le diametre de Mercure, mais 
aussi celui du Soleil ; I'heliomiilre s'y pretait merveilleusement, el I'on 
a oblenu ainsi : 

Diametre du Soicil ramen^ au cenlre de la Terre i5'5o'',879 

Diameire do Mercure a I'unite de distance 6'',6r)74 

Remarquons que les Tabube regiomontancE, foiidees sur des observa- 
tions meridiennes faites avec des instruments d'ouverture moins consi- 
derable que celle de riieliomelre de Bessel, attribuaicnt an Soleil un 
diametre 

i5'5i",9G, 

plus grand de i",o8i que celui mesure directement par Bessel. 

Quant aux contacts, Bessel les a observes t de la fa^on la plus simple 
et ta plus nalurelle ». 

Mais Bessel a ele plus loin; il a pris vers le milieu du pa>sai;e uiie 
serie de mesures des distances de la planete a des points diametrate- 
ment opposes du bord du Soleil, oblenaul ainsi, sans avoir besoln de 
conuaitre le diametre du Soleil, la plus courle distance de I'orbite 
apparente de la planete au centre du Soleil. D'un autre cote, les 
beures des deux contacts interieurs lui donnaient la longueur do la 
corde decrile par le centre de la planete sur un cercle dont le diainelni 
serait la diflerence entre les diamijtres deja trouves des deux aslres; et 
cette longueur, eombinee avec la distance precedente, determinait la 
difference des deux diametreset par suite le diametre du Soleil, puisque 
celui de la planete elait connu. 

Bessel obtint ainsi, pour le diametre du Soicil, les trois valeurs sui- 
vantcs : 

D'apres les conlacis iiUerieurs i5'5i>",893 

D'apres les mesures direcies i5'5o'',898 

D'apres les distances mesur^es (5'5o",823 

AnH. de I'Ec. Nonnnle. a« Sorie. Tumo V. — OiiiuuBE i8;6. /[S 
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Ces trois valeurs s'accordenl entre elles, plus peut-elre qu'on aurait 
ele en droit de Tesperer. 

On doit conclure de la que Tinstant du contact obtenu avec un in* 
strunoent donn^ depend desdiametres apparents du Soleil etde Mercure 
dans cet instrument; et, comme ceux-ci varient avec son ouvcrlure, que 
rinstant du contact varie lui-meme avec elle. 

G*est egalement la conclusion que Ton parait £tre en droit de deduire 
des nonibres obtenus dans les differentes stations frangaises lors du 
dernier passage de Venus. Mais, les resultats de ces observations et ceux 
trouves par les principales missions de Tetranger n'ayant pas encore 
ete livresk la publicite, il convient d'en differer la discussion. 

Cette question fera Tobjet d'un Memoirc special, dans lequel seront 
decrites les methodes que M. Angot et moi nous employons pour etu- 
dier le phenomene du passage tant au point de vue de Tobservation 
directe qu'au point de vue photographique, et oil nous indiquerons les 
consequences auxquelles elles nous conduisent. 

Mais je ne veux point attcndre jusque-Ia pour remercier bien vive- 
ment MM. H. Deville et Mascart. M. Deville a gracieusement mis a 
notre disposition les ressources de son laboratoire. Depuisnotreretour 
de Noumea, M. Mascart nous a constamment guides, M. Angot et moi, 
dans les recherches que uous avions entreprises; son esprit ferme et 
droit a aplani touies les difficultes de la route que nous voulions par- 
courir, et c*est a lui que revient la meilleure part de ce travail. Je 
suis heureux de pouvoir Icur exprimer publiquement toute notre re- 
connaissance. 
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INTRODUCTION. 

1. Dans un Memoire couronne par rAcademie des Sciences de Paris 
[Mdmoire sur le calcul des perturbations qu'eprouvent les cometes^ Supple- 
ment aux Comptes rendus, t. I), Hansen a propose en i847f P^ur le de- 
veloppement analytique des perturbations des cometes* une methode 
nouvelle, consistant essentiellement a partager Torbite de la com^te 
en plusieurs parties, et a former des devetoppements particuliers pour 
chacune d'eltes. Malgre raccroissement de convergence qui en resulte, 
la methode de Hjmsen n'a pas ete appliquee, la multiplicite des deve- 
loppements diminuant singulierement les avantages que la methode 
semblait avoir^ et Ton continua a calculer les perturbations d'annee en 
annee par la methode des quadratures. En juin 1869, M. Hugo Gylden 
publia, dans le Bulletin de rAcademie des Sciences de Saint- PStersbourg, 
un Memoire sur le meme sujet. M. Gylden reprend Tidee de Hansen, e 
reussit par un artifice ingenieux, en introduisant les fonctions ellip- 
tiques, a augmenter la convergence a la fois par rapport aux deux va- 

45. 
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riables dont dependent les positions de la comete et de la planete per- 
turbatrice. Ce premier Memoire de M. Gylden fut suivi de plusieurs 
autres inseres dans les Recueils des Academies de Saint-Petersbourg, 
de Copenhague, de Stockholm, et relatifs a la theorie des fonctions 
elliptiques. Ces derniers Memoires renferment un grand nombre de 
methodes et de resultats remarquables, et interessent autant les geo- 
metres que les astronomes. 

2. Nous nous sommes propos6, dans ce travail, d'exposer aussi sioi- 
plement et aussi brievement qu*il nous a et^ possible de le faire la 
nouvelle methode de calcul des perturbations. Les id^es de Hansen 
etant peu repandues, nous en avons fait une exposition generale. Nous 
avons termine ce Memoire par un exemple numerique destine a mon- 
trer dans quelles conditions la methode de M. Gylden pent s'appliquer 
avantageusement. Pour y parvenir plus clairement nous avons choisi 
Texemple qui avait ete traite par Hansen dans le Memoire cite plus 
haut, c*est-a-dire le calcul des perturbations que la Terre exerce sur 
la comete d*Encke, et nous avons divise Torbite de la comete 
comme Tavait fait Hansen lui-meme. On verra que, dans ces condi- 
tions, la methode de M. Gylden ne s* applique pas : Torbite doit etre 
divisee en un plus grand nombre de parties, de telle faQon que, dans 
chacune d*elles, la distance des deux astres varie surtout en raison du 
deplacementdela planete. Neanmoins iln'estpas necessairede multi- 
plier beaucoup le nombre des points de division pour que la methode 
puisse etre appliquee; cinq ou six pourront suUire, et, comme on aug- 
mente beaucoup la convergence des developpements par rapport aux 
deux variables^ Tavantage de la methode ne pent etre conteste. 

3. Soient 

X, y, z les coordonnees reclangulaires d'une comfete par rapport a des 

axes passant par le centre du Soleil; 
x\ y\ z' celles d'une planete perturbatrice; 
m'^la masse de cette planete; 
A la distance de la planete a la comete; 
r' celle de la planete au Soleil. 
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Les equations du mouvement de la comete sont 

«//* ^r* * dy 
d^z z dH 

[L designant un noiubre constant pour tout le systfeme solaire, et il la 
quantite 

, / I xx' -f- yy' -h zz' 



on a suppose nulle la masse de la comMe. 

A cause de la petitesse de la quantite 0, on a coulume d*integrer 
d'abord les equations precedentes en y supposant Q, nul; puis on 
regarde les integrales du mouvement elliptique ainsi obtenu comme 
repr^sentant encore le mouvement vrai» ce qui est toujours possible si 
Ton regarde les constantes introduites par I'integration comme des fonc- 
tions du temps. On peut meme faire en sorte que non-seulement x^ y, 
z, mais aussi leurs derivees premieres, conservent les memes formes 
dans le mouvement vrai que dans le mouvement elliptique. On obtient 
ainsi six equations entre les derivees par rapport au temps des ele- 
ments du mouvement elliptique, ces elements eux-mSmes et le temps. 

i. L'int^gration des equations du mouvement elliptique conduit a 
introduire, au lieu des coordonn^es rectangulaires x, y^ z, les coor- 
donnees polaires dans le plan de Torbite, et a remplacer la variable 
angulaire dans ce plan par Tanomalie moyenne. Pour les besoins de 
FAstronomie, on est ainsi amen^ a conclure des variations des elements 
du mouvement elliptique celles du rayon vecteur, de Tanomalie 
moyenne et de la latitude ou plutot de son sinus; mais il est clair qu'il 
n'y a la que des transformations faciles, et que la veritable difBculte 
de la methode reside dans la formation des derivees de Q. par rapport 
aux elements du mouvement elliptique. 

Le premier terme -^ de la fonction perturbatrice etant beaucoup 

plus grand que le second quand la distance des deux astres est tres- 
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petite, et 868 derivees partielles d^pendaDt de ^9 c*est la formatioD de 

cette quantite qui doit presenter le plus de difBcultes, et c'est a son 
etude que nous nous bornerons dans ce travail. 

A dependant des anomalies moyennes de la comete et de la planete, 
ou de variables ^quivalentes, se developpera en une serie p^riodique 
de sinus et de cosinus de multiples de ces variables. Comme A^ est de 
la forme 

r»-i-r'» — Arr' cos/cos/'— B/r' sin/sin/'— Crr' cos/sin/'— Drr' sin/ cos/', 

oil r et r' designent les rayons vecteurs de la comete et de la planete, 
/et/' leurs anomalies vraies» on doit d*abord former les quantites 

r\ rcos/, rsin/, 
r'', r'cos/', r'sin/'. 

II est evident d'ailleurs que la connaissance de ces six quantites 
equivaut a celle des positions de la comete et de la planete dans leurs 
orbites, et par consequent doitsuffire pour former toutes les quantites 
dont depend le calcul des perturbations. 

I. 

5. Soient 

a le demi-grand axe; 

e Texcentricite de Torbite de la comete; 

u son anomalie excentrique; 

/ le temps. 

On a les relations bien connues 

r-—a[i^ecQSu)y 
rcos/~ a(cosM — e), 

{') I r sin/==. a V * — ^' sin I/, 

ndt=: - du. 
a 

\ i-ht cos/ 

f ndi = ==d/. 

V «' v^ I — e* 
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6. SoieDt Ti et r^ les rayons vectears de deux points de I'orbite situes 
de part et d*autre du grand axe. II est ais6 de representor, k Texclusion 
de tons les autres, les points de Tellipse compris entre eux dans ia por- 
tion qui contient le perihelie. II suffit de former une fonction perio- 
dique d'une variable auxiliaire qui ait pour maxima r^ et ra et pour 
minimum fl(i— e). Posons 

r= A -hBsinx-f- Csin'r. 

Cette fonction aura un minimum a(i — e) si Ton peul Tecrire 

(3) r=:a(i-«)H-[Msinar-f-N)% 

la valeur absolue de M n'etant pas inferieure k celle de N. 

r sera maximum quand coso? sera nuU c'est-a-dire quand x aura 
Tune des valeurs — 90® et -f- 90®. Ces valeurs maxima seront r^ et r, si 



M ~ N == v/r, — « ( I — <? ) , 



Les deux radicaux ayant le m^me signe, puisque M^ est plus grand 
que N*, on pent les prendre positifs. 

La comparaison de la relation (3) avec la premiere des relations (i), 
mise sous la forme 



r = aij — e) •+■ 20^ sm*- > 



donne 



4 ) sm* - = ( sm j; -h -7== ) • 

Le calcul de M et N sera facility si Ton pose 

M N 

=:ecos9, =:gsiny, 



V^2 ae ^2 ae 

ce qui donne 

t.ng(45o-y) = y/ ^_^j,_^j , e=y^ ^ '■ . 

Si Ton prend £ positivement, cosf! sera positif, et, par suite, 9 sera 
compris entre — 90° et 4- 90**; comme tang(45** — <p) est positive, y est 
compris entre — 45® et 4- 45®. 
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Les relations precedentes prennent des formes utiles quand od y in- 
troduit les anomalies excentriques ii|, u^t qui correspondent aux points 
r,, Tj,. On a 

V^r, — a[i — e) = ^7.ae sin — > 



Ux 



v/r, — a(i-- e) =1 ^ nae sin — » 



puisque — et — sont moindres que i8o degres. 

2 2 



2 2 

On en conclut 



ecos9 = ^(sin — -h sin — 



.n<p=i(sin--sin-j 



sm 



et, par suite, 

102© = — : sm' sm*— ) = -7 7 

^ 2£*\ 2 2/ 4^^^ 

sm — 
lang(45"-9) = — ^, 

sm — 

2 

(5) £'=r,^fsin'^-f-sin«^' 

II est aise d*exprimer r, rcos/, rsin/, /irf/ en fonction de x en par- 
tant de la relation (4). Nous remarquerons d'abord qu'en extrayant les 
racines carreer des deux membres de cette relation on doit ecrire 



(6) sin - ==dbe(cos9 sinx-h sin9), 

en adoptant le signc superieur quand u est moindre que u^ et le signe 
inferieur quand u est plus grand que u^, car la quantite entre paren- 
theses s*annule au perih^lie, et en s'annulant change de signe. Elle est 
d'ailleurs positive pour x = 90**, car 

e (COS9 H- sin 9) -= sin — • 
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l)*apres cela, les formules (i) donnent immcdiatement 

r cosf=a[i — e — e'— e*sln'9) — aae'iinatp sinjc -+- rt£'cos*<p cosajr, 
rsin/= 2fl£ v'l — <?'(cos9 sinx -h sin9) v^i — e*sin'9 — fc'sin29sinx — e'cos'9siir.r, 

1. /• aecosQCOSxrfj: 
M c// = - --— — — 



^ V^i — fc'siii*9 — e'sina9sinar — g'cos'osin'jr 



En tenant comple ile robservation relallve a la formule (6), on recon- 
nait aisement que le radical qui entre dans les deux dernieres formules 
est positif. 

7. L'expression de r en fonction de Tanomalie excentrique etant 

analogue a celle de - en fonction de ranomalie vraie, on entrevoit aise- 

mentla possibilite de representor Tare d*ellipse qui joint les points r\ 
et r, en passant par Taphelie. II faudra poser 

- = A'h- B'sin^ 4- e sin'o:; 

r aura pour maximum n{t -h e), si cette valeur de - pent s'ecrire 

en supposant que la valeur absolue de M' ne soit pas moindre que eelle 
de N', et pour minima r^ et r,, si 



M 



'-N' = 4/l ! 



les radicaux etant encore pris positivement. 

En identifiant la valeur pr^cedente de - avec celle que donne la |>re- 
miere des formules (a), on trouve 

{4*m) cos»'^=2lL=:-!ll(M'slnjrH-N')', 

Ann, de Vtc, Normalc. a* Seric. Tome V. — Novembrc 1876. 4" 
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On facilitera ici le calcul de M' et de N' en posant 



M 






ce qui donne 



lang(45«-<p') = v/^^^i^-^^^^l^=^. 

, _ r ^^ /i(r,4-/i)(i-F-ff)~a/vr; 

'"■V^"""' ^^. ' 

lesradicaux ^tant pris positivement, de sorteque^' est compris entre 
— 45 et 4- 45**. 

Par rintroduction des anomalies vraies/i et/^ des points r, et r^, les 
formules precedentes se simplifient. On a 



A I — _ 4 /ZZifZZ Ii 

/ J I / 7.e /; 

les signes des seconds membres ^tant determines par la consideration 

f f . 

de ceux de cos ^ et de cos -'—' Par suite, 

2 2 



6'cos9'= - (cos — — cos — ) 

^ 2 \ 2 2 / 



7 



£' sin <p' == I COS — -h cos 

2 \ 2 



el encore 



^ 2e" \ 2 2^ 4^e"r,r, ^ 



cos — 
tang(45*>— 9') = i, 



cos ~ 

2 



(5A/>] c"=-(cos'^H- cos'^V 

^ ' 2 \ 2 2 / 

Pour determiner -9 cosy, sin/el ndttn fonclion de x, on remarque 
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que la relation {^bis) donne 

f 
cos- ==he'{cos<p'sinj; — sin<p'); 

friais OQ doit choisir le signe sup^rieur, car si la parenth^se change 
de signe quand on passe a raphelie, il en est de mdme du premier 
membre, et, pour x = 90®, la parenthese est positive. 
On a done 



f 
cos'^ = e'(cos9'sin:p — sin9'). 



et Ton en conclut 



a(i — e') - =1 — e -h ee''-f-ee'*sin»<p' — 2<?e'*sin2<p'sinjr — ^£''cos'<p'cos2jr, 

cos/= e''-f- £''sin*9'— i -— 2e'^sin29'sinj: — s'^cos'cp' cosax, 

sin f=ae'(coscp'sinj:--sin9') VI — e'*sin'<p'-4-e'*sin29'sinar— g'' 005*9' sin^x, 

- r' 2e' coso' cosxdx 

nat=: — ^ J 

a'V ' — ^ ^1 — e"sin'9'-i- fi'*sin29'sinjr— e''cos'9' sin'o: 

le radical qui entre dans les deux d^nieres formules etant posilif. 

8. Les formules pr^cedentes se simplifient beaucoup quand Tun des 
points de division est situe au perilielie ou a Taph^lie, et les formules 
ainsi obtenues permettent de representor Tellipse partagee en quatre 
portions. Par une transformation facile, on peut faire en sorte que ces 
quatre parties soient obtenues en faisant varier la variable de zero a 
36o degres. Rangeons ces parlies dans Tordre suivant lequel on les 
rencontre en partant du perihelie et tournant dans le sens du mouve- 
ment de la comete. Les formules relatives k la premiere eta la quatrieme 
se d^duirontdecellesdu n®6, danslesquellesa?varie de —90® a 4- 90*^, 
ou si Ton veut de h- 270® a 4- 90°, puisqu*il n'entre pas dans ces for- 
mules de sous-multiple de x; pour la deuxieme et la troisieme partie, 
on appliquera les formules du n** 7, ou x varie de -h 90® a -4- 270''. 
On fera les substitutions suivantes : 

Premifere el deuxieme region : x = aj — 90'*, 

Troisieme el quatrieme region : ^ = 2 j -^ yo**, 

46. 
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H Ton ohlicndra successivenienl les quatre regionsen faisanl varier vde 
zi*ro a 90 degres, de 90 a 180 degres, de 180 a 270 degres, de 270 a 
36o degres. 

Nous designerons par E|, E2. E,, E4 les valeurs de € ou de s' dans ces 
quatre regions, par ^^ ^2* ^99^% celles de 9 et de 9'. Les formules sont 
:ilors les suivantes: 

Premiere region : 



^I>.r^45% £.= 4/^— ^^i^:=l^=zsin"', sin- = E.sinV, 

rcosf=a{i — e — \E\) 4- rtEJcosaj — ^aEf cos47, 
rsin/=: aE, v'l — e» (1 — cos2j) ^1 — EJsin'/, 

,, r 2E, sinar , 

«V^i — EJsin*/ 
Deuxienie region : 



t|v-.- 45% E,= iAi-el^i^l"— * fj=cos^, cos^=E,sin»j-, 

V 2er, 2 2 '^ 

— — ; — - = 1 — 6»-h|eE; — eEJcosaj-h jeE;cos47, 
cos/=|EJ — I — E5COS2/ 4-|E;cos47, 



sin/=:E,(i — cos2/)^i — EJsin*/-, 



nat = = — -^ - rf/. 

«'v I "~ ^* V ' ■" EJsin*/ 



Troisieme region : 



<^r^-h45«, £3= i/(i-e)^^^i^t^) ?i = _cos^S cos-f=-E.sin»r, 

V ^ ' 2 tf r, 2 2 -^ 

^^-^^ ' = 1 — e-h|E5 — ^EJcos27-i--^«EJcos4j. 

cos/=|EJ — I — EJcos27-4-|EJcos4^, 

sin/=: E,(cos2j— i) v/i — EJsin*^, 

, r^ 2EsSin2r , 

ndt = — —=J=d= dr. 

a»Vi — c*) v^i— EJsin'^' 
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Quatrieme region : 



'*'♦— 4^ ' '^*— i/ =sin - > sin - =E,sin*r, 

V 2rte 2 2 

r = a(i — <r-H^eEJi — ae EJcos2j -h-jaeEJcos4^% 
i'COs/i=a(i — /» — JEJ) -f- rtEJcos2j— JaE* cos47, 



rsin/= /1E4 v^ — e' ;cos2/— 1) V'l — EJsin^j, 

. r 2E4Sin2r 1 
nat = • — a/. 

• ^ v^ — EiSiu*^ 

9. Dans les valeurs de r, rcos/, rsin/, /ia^/ donn^es dans les n*** 6 
el 7, les termes periodiques sont multiplies par e* el £'*. II est manifeste 
que, si ces nombres s^ el e'^ sont Irfes-pelils, les developpements des 

quanlites rsin/, ndt, -7«-m en series procedant suivanl les mulliples 

de X, convergeront rapidemenl. D*autre part, les valeurs de 6* el e'^ 
donnees par les formules (5) el (5 bis) montrenl clairement que les 
quanlites E^, E^,... sonl moindres que les quanlites e', e'^, de sorte 
que les formules du n® 8 devront elre employees quand celles des n*** 6 
el 7 ne conduironl pas k des developpemenls assez convergenls. 

10. II esl inlercssanl d*examiner comment varient les quanlites E7, 

E^ quand le point r, oceupe sur I'ellipse loutesles positions possibles. 

On reconnail de suite qu'a mesure que ee point s'eloigne du perihelic 

E, augmenle el E3 diminue. II est done impossible de faire decroilrc 

ces deux quanlites en meme temps; il pent elre utile de rechercher le 

minimum de la sommeEJ-h Ej. 

Si Ton pose 

f? = sin^|;, 

on a les formules bien connues 



/ r . f fir if\ . u 

K/ — sm '- = cos ( 7 — -i- 1 sm -1 
V 2rt 2 \4 2/ 2 

\/— cos^f = cos (7 -I- - j cos-; 
y 2a 2 \4 ^J % 
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d'oii I'on lire 

lang ^ = tang (^^ + 1 j lang - 

cos*^ ^^ cos'- 

a 2 

rdf= cos^ du. 

[/expression EJ -h E|, egale a 



« ./, 



sin* — h cos 

2 



a pour derivee 



sin - cos - du — sin - cos '^ df. 



En remplacant sin ~ cos - et sin "^ cos ^ par des quantites proportion- 

nelles, et de meme du et df^ on voit que le signe de cette derivee est 
celui de 

-- — cos*vt. 

II s'ensuit que la somme consid^r^e est minimum pour 

r = a cosv)/, 

Alors 

sin/=sinii, f^m — u, 

et, par suite, 

cos ^= sin- el Ei = EJ. 

2 2 ' ' 

De plus la (roisieme relation citee donne 

lang'-^ = langU5«-h ^ j> 

d'ou 

. • w . f ^ 

sm» — h cos* ^ = I — tang — • 

2 2 ° 2 

On voit que, pour le minimum, chacune des quantites E^ et E| est 
moindre que |, et que ces quantites sont d*autant plus petites que Tel- 
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lipse est plusexcentrique. Les mfimes conclusions s'appliquent visible- 
ment aux quantites E^ et EJ. 

11. Ge r6suUat conduit a rechercher pour quelles positions du 
point r, les quantites E^ et E, sont moindres que |. 

II faut d'abord que u soil un angle aigu, k cause de la valeur de E,. 
La relation 

cos' ^<\ 

2 

est satisfaite toutes les fois que I'angle/est obtus. 

Si, au foyer de Tellipse d'oii partent les rayons vecteurs, on mene 
une perpendiculaire au grand axe, elle rencontre l*ellipse en un point 
don t la distance au foyer est a(i— «'). L*arc d*ellipse compris cntre ce 
point et le sommet du petit axe est le lieu des points consid^r^s. 

12. Dans le cas oil Ton emploie les formules des n^ 6 et 7, il est 
interessant de rechercher encore quels doivent etre les points de sepa- 
ration pour que la somme €^ 4- £'' soit minimum. Comme 






[«(, + e)(l + ^)-2], 



r, et r, 6tant indepcndants Tun do Tautre^ la somme consid^ree sera 
minimum quand on aura 



r, = ri = a^i— e*=a cos^j;. 

Ce r^sultat ne differant de celui du n^ 10 que par la situation du 
point r,, la plupart des calculs indiques a cette occasion s'appliquent 
ici; on trouve 

iin» - = cos' ^ = sin' ~ = cos' ^ , 



sin' 
2 



de sorte que 



6' = e" et e'-h e'' = 2sin'— = I — tang~« 

2 ^2 



Les points de division qui correspondent au minimum de la somme 
s^ + e'^ sont done les mSmes que dans le cas du partage de Tellipse en 
quatre parties, et les valeurs minima de e* -f- 1^ et de EJ -+- Ej sont 
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egales. II ne faudrait pas en conclure que Ton ne gagne rien a employer 
les formulas du n" 8. Celles-ei ne different de celles des n*** 6 et 7 que 
par un changeinenl d'argumeni qui ne modifie vrainient pas les for- 
inulos et par la substiluiion 

de sorte que, dans le cas du minimum, ie module E^ des formuies du 
n** 8 est reellement la moitie de celui des formuies des n*^ 6 el 7. 

13. II peut elre necessaire d'augmenler beaucoup, dans une portion 
peu etendue de Torbite, la convergence des developpemenls. On y par- 
vient aisement en ne representant que cette partie de Tellipse. Soient 
r, et Ti les rayons vecteurs de deux points situes d'un meme c6te de 
I'axe. Supposons, pour fixer les idees, que le point r, soit dans la pre- 
miere moitie de Tellipse, et le point r, entre le point r, et le perihelie. 

Les formuies du n*^ 8 permettent de representer Tare compris entre 
le perihelie et le point r^ au moyen d'une variable y variant de zero 

a -• Si Ton veut ne representer que Tare r^r^^ \\ suffit d'exclure les 

points voisins du perihelie, et, pour representer Tare compris entre le 

perihelie et r^, on exclura les points compris entre r, et r,. On est ainsi 

conduit a poser 

sinj=: Asinz, cos/" = /costt, 

avec la relation 

h et / etant les sinus et cosinus de Tanomalie j^ relative au point r,. 

IT 

Kn faisant varier z de zero a -» on representera Tare compris entre 

le perihelie et Tj, et, en faisant varier u de zero a -? on representera 

Tare r^r^, Les termes periodiques de r, rcos/, ... seront multiplies 
par des puissances de / ou de A; si Tare Tjr, est suflisamment petit, 
/ sera tr^s-petit, de sorte qu'on aura notablement augmente la con- 
vergence. 

On trouvera dans le Memoire cite de Hansen les formuies relatives 
a ces anomalies u^ que Hansen nomme anomalies intermediaires . Nous 
remarquerons seulement qu'elles donnent le moyen de partager Tel- 
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lipse eD autant de parties qu^on voudra et d'augmenter en quelque 
sorte indefiniment la convergeDce des developpements en series. 

14. La theorie exposee dans les paragraphes precedents est entifere- 
ment conforme aux idees de Hansen. L'inlroduction des fonctions ellip- 
tiques permet d'augmenter encore la convergence des developpements. 

Supposons qu*on ait partage Torbite de la comete en deux parties, 
et que les points de division soient symetriques par rapport au grand 
axe. L'anomalie partielle relative a la partie inferieure est alors definie 
par I'equation 



ou 



sin- =:±:csinx, 

2 



e = sin — > 

2 



et Ton a 



r:=a(i — c) 4- 20^ e' sin* a:, 
rcos/=:=a(i — e) — 2a6'sin'^, 



rsin/=: latyji — c'sin^p ^^i — £^sin':c, 

J. (i — «4-2ee^sin*jr) 2ecosx , 
nat=: == ax J 

V^i — e^sin'j; 

et les formules relatives a la partie superieure sont 

cos*^ =: e'sin^y 

2 



OU 



e'=sin=^', 

2 



et 



—^ = 1 — 64- 2«e*sin2a:, 

r 

cos/= — I ■+- 2€'*sin*^, 



sin/= 2e'sinj:\/i— e''sin*ar, 

,^ r* 2e'cosx , 

nat = F== tlx. 

a^yji — e* yji— e'* sin'ir 

Jnn, de I'Ee, Normals, a* Serie. Tome V. — Novembre 187G. 4? 
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15. Nous poseroDs pour la partie iuferieure 

x = ^m-^—M (mod. e), 

E desigDant Tintegrale elliptique complete de premiere espece relative 
au module £• Alors les valeurs de r, reos/, . . . devieaaenl 

2E 

rcosf=a{j — e)'-' 2ae'sin'am — w, 

TT 



2E . 2E 



rsin/= 2ae ^i — e'sinam — co Aam — co 

TT TT 



9 



. 2E/ , . , 2E \ 2E . 

ndt = — I I — e -h lei^ sin' am — w) 2ecosam — (o.au, 

et ces valeurs peuvent etre developpees en series tres-couvergentes 
procedant suivant les sinus et cosinus des multiples de gj. 
On a d'abord 

2E . 2E TT rf 2E 

smam — uAam — w = ^ -7- cosam — w. 

TT TT 2£< aCi) TT 

Le facteur ndt exige le d^veloppement de 

. , 2E 2E 

sm'am — w cosam — w. 

Posons 

am — w = am/ (mod. e) ; 

Texpression proposee deviendra 

cos^am/sinam/. 

Cest une fonction uniforme doublement periodique; elle a les memes 
periodes que sin am/; elle a deux infinis simples et deux infinis 
doubles; elle change de signe quand j^augmente de E. C'est done une 
fonction lineaire de sin am/ et de sa seconde d^rivee, c*est-a-dire de 

cosam — ci) et de sa derivee seconde. En calculant cette seconde deri- 
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vee, 00 Irouve en effet 



, . , 9.E aE I f nY d' 2E , 
e' suVam — M cosam — w = - I — = -7— cosam hi cosam 

Les formulcs relatives a la partie inferieure devienaent ainsi 

r =: a(i— e) 4- aaee'sin'am — &>, 

TT 
2E 

/•cos/=:a(i— «) — aae'sin'am — m, 

TT 

rsin/rrr — 2^1 J I — e' ( -r= I e-j- cosam — &>, 

rf/ /2E\ 2E / TT \ rf» 



2E 

— w. 

t: 



2£ 

cosam — 0). 

TT 



On sait d'ailleurs d6velopper sin^am — w, cosam — w, et par suite sa 

derivee seconde en series toujours convergentes procedant suivant les 
cosinus des multiples de co. On a effectivement 



2 

e cosam 



tE 2E , ,- / I a 9 , Q tf \ 

— ci)= — 4va I cosw-i — - cos omh — ^ — -cosSoi 4- ... ) 

7: \2E/ \i — g* i — q* i — q* J 

— 8(-r=,| ( ^ - C0S2MH ^, cosiwH ^.cos6w-h...) 



ou 



-4^ 



E, etant Tintegrale elliptique complete de premiere esp^ce, relative au 
module £, complementaire de e. 

16. Le developpement des formules relatives k la partie superieure 
exige plus d'attentioo. 
Posons encore 



2E' . , .. 

77 



47- 
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E' etant I'integrale complete de premiere espece relative au module £% 



ei CO variant de - a 3 ^« 

2 2 



Nous aurons 


all — e^ 

r — .... - * ' K 




I — e H- 2ee'*sin'am — • w 



cos/= — I -f- 2£'>sm'am — w, 

TT 
. ^ , TT rf 2E' 

sm/= — 2e' —=77 J- cosam — w, 

•^ 2£' rfo) TT 

., ae' 2E'r> 2E' . 

nat =z — cosam — waw^ 

de sorte que la veritable difficulte reside dans le developpement de r 
qui pent s'ecrire 



^ ' iH e^sin'am — w 

On pent proceder de la maniere suivante. 
Soient 

et 



i/-^^ = langamv (mod. c'J; 
alors 

a(i-h e) — „. , . , aE'"""' 

^ ' iH- E'^tang'amvsm'am — w 

TT 

ce qui pent s'ecrire 

2E' 

e'' tang' am V sin' am — w 



^ ' i-f-e"lang'amvsm'am — w 

TT 



RemplaQons tangam(v, b\) par 



V^— I sinam(y^— 1, i') ; 
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nous aurons 

e''sin'ain(vv^— I, e')sin*am — w 

r __ ^_J_ ^ TT 

^ ' ! — £ 'sin'amtvv — '»« Ji^in^ain — w 

^ 7: 

ce qui peut s*ecrire 

langamfvv'— I, e') 



= I 



^ «(i4-e) Aam(yv^-i,£') 



2E' 

€"sinam(vV'— i,e')cosam(vJ— i,6')Aain(yv'— i,£')sin'am — o 

TT 

^ rT= ^E^ ' 

I — e'* sin'am ( v v — 1 , e' ) sin'am — w 

TT 



et d'aprfes des formules conndes 



/ »\ I rvrfnfy^— I, WJ 

__ y— -sinam(v, 6jcosam(v, £,) \ tz j 



a[\'\-e) ^ Aam(y,£',) 



m 



la foDction n ayant la sigDification que lui attribue Jacobi. 

Les deux facteurs du dernier terme peuvent etre d^velopp^s en series 
procedant suivant les sinus et cosinus des mulliples de gj : on utilisera 
pour le premier la relation 

sinam(y,£']cosam(y,£' ) i rf, . , ,. 

A — I — M"-^ — -^= — n :r logjam y,c,. 

Aam(y, £j £'* ay ° v » •; 

17. Le developpement de r dans le dernier cas peut encore s*efl'ec- 

tuer par la formule du bindme. En remplaQant dans la valeur de r 

2E' 

sin^am — w par son developpement, on aura 

r I 

a(i -+-e) "" A + Bgcos20i) -hCg'cos4w 4-... * 

A, B, C etant des coefficients numeriques. 
Le second membre de cette ^galite peut s'^crire 

I I 



A B o 

H- -r gC0S2(«)-h R 
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oil 





R= i. (Cg»cos4«-+-. ..)• 


Si l*on pose 


I 

fn ... . ■ 




^ B 

i-f- 7- gcos26i 

A 


on aura 






r 1 1 



aii-h e) A B 1 + 9 

^"♦" T 7C0S2W ^ 

A 

A cause de la petitesse de 9, le dernier facteur pourra etre d^veloppe 
en une serie tres-convergente. Le precedent et son carre qui entre dans 
la valeur de n dt peuvent Tetre par diflerentes methodes. Si Ton pose 

B 2tf 



I -ha* 

ce facteur devient 

1 -f-rt* 



I -f- aacosaw h- a* 

dont le developpement est 



(i-h 2acos2ot) 4- 2a^cos4c>> -f-. . .) 

I — a' 



son carre est 



■ r^ fi -f-a»-4- 2acos2CoH-(3-- a*)a'cos4w +. • •]. 

(i — a}Y^ ' ■• 

18. Les formules developpees dans les trois derniers paragraphes 
permettent de developper toutes les quantites necessaires a la determi- 
nation de la position de la comete en des series tres-convergentes pro- 
cedant suivant les multiples des anomalies partielles, en supposant que 
Torbite ait ete divisee en deux parties, les points de division etant 
symetriques par rapport au grand axe. 

Gomme on le verra dans la suite de ce travail, une telle division de 
Torbiteest tres-souvent insuffisante. II sera tres-facile d'introduire de 
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nouveaux points de division sans recommencer le caicul. Si Ton veut 
en placer un au p^rihelie, il sufBra de poser 



, , , I — C0S2GJ| 

slno) =:-f- sin'w,=: 



En donnant a coi les valeurs de z^ro a -9 on n*obtiendra que la moitie 
de la parlie inferieure qui commence au perihelie. Posons de m^me 



. , I — C0S2W, 



IT 

et faisons varier ci)2 de a zero, nousaurons represent^ l^autre moitie 

de la partie inferieure de Torbite. 

La partie superieure de Torbite ne presentera pas plus de difficultes. 
Si Ton veut placer un point de division a Taph^lie, on fera les mSmes 

substitutions, et Ton fera varier coi de - k tt pour la premiere moitie, et 

de TT k — pour la seconde. 

S'il est encore n^cessaire de partager les portions inferieures de Tor- 
bite, on posera, comme il a et& dit, 

cosei)i= Icosu, 
sinci)i = Asinz, 

ou 

et Tapplication repetee de telles substitutions permettra de diviser Tor- 
bite en autant de parties que Ton voudra. 

II. 

19. Dans la Section precedente on a expose, d*aprfes les idees dc 
Hansen et de M. Gylden, le moyen de representer par des series tr^s- 
coirvergentes procedant suivant les sinus et cosinus des multiples d*un 
certain angle les quantitesr, rcos/, rsin/, ndi. 11 est aise de tirer dc 
ces developpements celui de A' au moyen des considerations suivnntes. 
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Envlsageant chacunc des plaaetes et des comfetes du systeme solaire 
comme decrivant une ellipse suivant les lois de Kepler» on aperQoit de 
suite que la connaissance de leurs positions initiales et du mouve- 
ment de Tune d'elles conduit a la connaissance du mouvement de 
toutes les autres. 

Designons par co Tanomalie partielle pour la portion de Torbite de la 
comete que nous voulons etudier, par M Tanomalie moyenne de la co- 
niete, par M' cellede la planete, par n' son moyen mouvement et posons 

c' dcsignant une constante dependant de la position initiale de la pla- 
nete et changeant de valeur a chaque revolution de la comete. 
Si Ton ecrit 

M' = c' -V - n/, 

on voit qu*un calcul bien simple donnera le developpement de M' en 
une serie procedant suivant les sinus et cosinus des multiples de u. 
D'autre part, les formules de mouvement elliptique permettent d'en 
deduire les developpements de 

r', r'cos/', r'sin/'. 

Quelques multiplications permettront enQn d'en deduire le developpe- 
ment de A^, developpement qui se presentera sous la forme suivante : 

b?=. P. -f P, sinw-hPaC0S2w4- P, sin3w -h. . ., 

Po« Pi* ^2) ••• etant des series procedant suivant les sinus et cosinus de 
c' etde ses multiples. 

Nous supposerons que les points de divisions de Torbite aient ete 
tellement choisis, que les coefficients des polyndmes ?,, P^, ... soient 
tres-pelils par rapport a ceux de P^ .11 faut pour cela que la variation 
de A^ depende surtout de la variation de c' et tres-peu de celle de w. 
L*cxemple qui sera developpe plus loin montrera clairement la portec 
de cette condition. 

20. On a vu que le calcul des perturbations que la planete produit 
dans le mouvement elliptique de la comete depend surtout de la for- 
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mation de la quantite ^* Le developpement en serie de cette quantite 

est la partie vraiment diiBcile du calcul. A' est represente par une serie 
proc^dant suivant les sinus et cosinus des multiples de d et des mul- 
tiples de 0). Cette serie a un assez grand nombre de termes, et les pre- 
miers sont souvent du ineme ordre de grandeur. L'introduction des 
anomalies partielles a permis d'augmenter la convergence relativement 
k la variable &>. Nous allons exposer actuellement le proced^ ingenieux 
au moyen duquel M. Gylden augmente la convergence par rapport a d. 
Soit R Tensemble de tons les termes qui suivent Po; 

A» = P.-f-R, 

d'oii 

A-» =: p7 - 1 RP;^ -4- ^—. R'P7. . . . 

Les puissances entieres successives de R s'obtiennent aisement par la 
multiplication. La veritable difficult^ reside dans la formation des puis- 
sances de Po. 
Soit 

P, 1= A H- A, sine' 4- AiSinac' -+-... -f-B, cose' -+- Bscosac' -4- ... . 

Les coefficients A29 B, seront ordinairement tres-petits par rapport a 
A, A,, B,. Si Ton 6crit 

P, = A -f- Aisinc' -hB, cose' -hH, 
on aura 

p. = ( A + A. sine + B. cosC) (1 + ^^-^^^j^^:;^g^^^) . 

Toute la difficulte du developpement des puissances de Po reside dans 
celui des puissances du premier facteur. Posons 

M 

A, = — Msin9, B, =i:Mcos9, T^.'"^' 

Le premier facteur de Po devient 

A[i -+-|xcos(c' -+-9)]. 

Ann, de Vtc. Normale. a« Serie. Tome V. — Notimbbe 1876. 4^ 
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Si la dislance des deux astres peut devenir trfes-grande dans la partie 

coDsideree de Torbile, le coefHcient A sera grand, ce qui facilitera la 

formation des puissances negatives de Po. Si cette distance peut devenir 

petite, fjL sera presque 6gal a Tunite, et le d^veloppement des puissances 

negatives de 

A[i -f- ixcos(& -f-9)] 

conduira k une serie tres-peu convergente. 
21. Ce facteur peut s'ecrire 

A(i + ^)[i-:^^ single' -+-F)]. 

Posons 

^ = /,s 1 (c' -f- F) = am — 5 (mod. k), 



I -+- a ' ^ ^ ' TT 



K etant I'integrale elliptique complete de premiere espece relative au 
module k, Le facteur precedent deviendra 

A(i -f-/ui) A'am — ^ (mod. k). 

Ce facteur et ses puissances pourront ^tre developpes en series tres-con- 
vergentes de sinus et de cosinus des multiples de §. 

L'argument § devra etre substitCT^ k Targument cf. La substitution 
devra etre effectuee partout, de sorte qu'il sera necessaire de former 

les developpements des sinus et cosinus des multiples de am — £, des 

puissances des sinus et cosinus de am — §. Ces questions peuvent etre 

resolues de bien des manieres. II s*agit ici de calculs numeriques bien 
plus que de developpements analytiques. M. Gylden utilise une methode 
appliquee ^ d'autres questions par Hansen dans plusieurs de ses Me- 
moires. 

22. Soit, par exemple, a developper 



tk 
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Posons 



K' 



K' etant I'integrale clliptique complete de premiere espfece relative au 
module k complementaire de k, et 

sin-am — I = X;"'^--^Xi"'cos2? 

_j^xr-^cos4?-...-^^xir^ 0052/1-.... 

D'apres la relation facile a ^tablir 

2K 

rf^ sin'" am — ^ ^ 

^ / \ • •-_• 2li w 

— 7— iTT = 2/4 211 — I sin*»"*am — t 

— 4'>M* -4- A"*) sin^'am — I -4- 2/1(2/1-+- i)/r'sin*'"^*am — ?, 
on aura Tequation r^currente 

[a] { ^^'^^ 

+ 411' (i -»- fr') X|f ^ - an (an + 1) *» X[,*^'^ 

equation qui permet de calculer de procbe en proche les coefficients 
de meme rang dans les developpements des puissances successives de 

2 A. w 

sinam — S. 

TT 



Posons a cet effet 



X(tn-f) 
U 

Tequation (a) deviendra 



= Pm 



= — 2/1(2/1— I )-+- 4'*'(" -+-^') — 4'M ~g) /^m— 2/1 (2/1 -f- l)k^pinPu^7- 

II est ais6 de ramener cette Equation r^currente h ne plus renfermer 

48. 
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qu*UQ seul coefficient variable. Posons en effet 

F^— an(2n~i) 

I'equation (a) deviendra 

^ 9 . _- 2/1 -f- I 

ran = Pim — fi^tu PlnP^n^f 

2 Fir . I 

Posons en outre 

PtK ^^ l^mWjiij 

nous aurons 

2/1—1 

et si, pour abr^ger, on pose 

_2n-+-i ,,„ „ 

Aj«+2 — It r smT nH-a » 

2/1 — I 

l*equation (a) prendra definitivement la forme 

et sous cette forme elle permet de reduire rs^n en fraction continue 

I 



nj2ii = 



I 



1 — 



I 

L'expression de Y^n donne 

F^ = , . » d'oii X. = , T7T-> 

i-+-Ar> (i-f-Ar')* 

et, par suite, 77» est racine de I'equation du second degre 

k 



La solution 



I ~ 2 -f- ; TTTl Z* =z O. 

(i -hk^Y 



1 -4- A* 



donnerait 



I 



P.=^JT,' 
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Les coeiBcients du developpement de sin^^am — | augmenteraient in- 
defiaiment avec /i. On doit done adopter I'autre solution 

Adoptant la valeur de i-h k^ pour celle de zs2„+2f correspondant a 
une valeur trfes-grande de 2/1 + 2, on remontera de proche en proehe 
au moyen de T^quation {b), et Ton obtiendra ainsi toutes les valours 
des quantites or, par suite celles des quantites/?, et, eomme on connait 
Xi";^ et XiV» on en conclura toutes les quantites X. 

23. Si la valeur i 4- P de w2n+2 ne parait pas assez approchee, on 
pent remarquer que, si Ton pose 






/in aura pour limite Tunite. D'autre part, Tequation [b) devient 

d'oii il suit que/sn differe de I'unite d*une quantite du deuxieme ordre 
par rapport a -• Posons 

Jin = 1-+-/ tn> 

et n^gligeons les termes dont Tordre d^passe le second, nous aurons 
Si Ton admet que 

/tn + t -^y ln> 

on aura, aux termes pr^s du troisieme ordre, 



f L 



(2/1-Hi)' I — A** 
Posant encore 
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substituaDt dans Tequation (c), negligeant les termes dont Tordre de- 
passe le troisieme> et supposant 

on obtiendra/a^aux termes pres du quatrieme ordre, etainsi de suite. 

24. Si I'on n'a besoin des puissances de sin am • — § que pour des 

valours pen considerables de n^ il suffira de modifier Temploi de Ine- 
quation recurrente (a), de faQon k calculer d'abord les coefficients des 

developpements des premieres puissances de sin am — §, pour en de- 
duire ceux des puissances plus elevees. On posera 



Xf/i— 1 



1/1 



Qin^i' 



Xs/z 
ll 

L*equation (a) deviendra 

Operant comme au n^ 21, on posera 

^ 2/i(2/n- i)A-* 

puis 

ct I'equation recurrente (a') deviendra 

(b') 1 = P2n— fAa«-j p»n pm-a. 

On traitera cette equation comme celle du n^21, avec cette seule 
difference qu'on en tirera jOj/i en fonction de j02«-2f et que les valeurs 
initiates sont connues exaclement 

IX. = 0, p, = o, 

d'oii 

pj = i. 
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II y a exception dans Ic cas oil i = o. Alors 

25. Des procedes tout a fait identiques aux precedents s*appliquent 
au developpement des puissances impaires desinam — §, et ^ ceux 

des puissances de cosam — ^etdeAam — §.Nousnenousyarrdterons 
pas. II nous sufTira de dire que Ton part des formes suivantes : 



SipllH.. 



T. 1 — a ' 1 — a* * 



cos- am !-$ = ¥<'"'+ -?^ Y" cos 2a: + -^ Y'"' cos4^ + . . . . 
cos»+.am i!i P = -4ii Y['"^" cosx + i^. Y''»^" cos3x + . . . , 
A'- am ii^ ? = Z <'"' + -^, Z^-' cosa^ + -^'^i Z'"' cos4x + . . . 
Aa^-.am — $ = Z^^-*-'^ + -i^, Zi"^'^ cosa^r 4- -4iL z<*--'> cos4^ + . . - 

et des formules 

rf^cos^amx , .-,, 

— 7z= n(n — I ) At'* cos"-* amj; 

-f- n*(i — 2A'')cos"amj; — /i(n -f- 1) Ar'^cos^^'am^r, 

d^ A" a nur 

— ^-^ — =— n(ii — i)A"'*A*-*amj;4-/i'(i-+-/r")A"amjr — n(/H-i)A'»^»amar. 

26. La meme m^thode pent etre appliqu^e au developpement des 
fonctions 



Posons 



2K ^ 2K^ 

smnam — £» cosnam — l. 

TT TT 



^'^ ^ « V(*) eir* t _i « V^^J e;« *» t _i ** V(») 



Sinn am '^^ = 2! •' sin| 4- ^1, sin 2 ^ -f- 22^"^ sin 3^ -+-... , 
cosnam ^i= ri"' + 2r|"' cos$ + aP'"' cosaj + . . . . 
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On a 



-T?) rf'sinnam — l 
V2K/ 7: 



77 



2K 3K 

— 7/1 (/I 4- ijA-'sin (n-f-2)am — $ — |n(;i — 1) A*sin {/i — 2)am — ;, 



I — ^ I a*cos/iain — t 

\ 2 K / TT 



= — 7/1^(1 -f-A^'jcosnam — ^ 

TT 

— 7/i(/i -hi)h^cos(n -f 2)am — I — 7/1 (n — i)/i-'sin (/i — 2)am — $. 

71 TT 

On en conclut les relations recurrentes 

relations que Ton pourra trailer absolument comme celles des numeros 
precedents. 
L'identite de forme de ces deux relations inontre que 

pi" -r t) r(/i)' 

de sorte que le rapport 

est independant de n, ou, plus exaclement, n'a que deux valeurs appli- 
cables, Tune quand n est pair, I'autre quand n est impair. 

Les developpements connus de sin am — § ct de cosam — § et de 

leur carres montrent que les deux indices d'un quelconque des coeffi- 
cients 2 et r sent a la fois pairs ou impairs, et Ton trouve, en faisant 
71 = f ou n = 2, 
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formules qui seront de la plus haute importance dans le calcul des 
coeflicients 1 et F* puisqu'elles permettent de d^duire presque imme- 
diatement les coefficients 2 des coefficients F. 
Nous terminerons Ik les indications relatives au developpement des 

sinus et cosinus des multiples de am — ^ et des puissances des fonc- 

tions elfiptiques^l^mentaires de ^. Dans son beau Memoire {Studien 
aufdem Gehiete der Storungstheorie^ Memoires de I'Academie imperiale 
des Sciences de Saint-Pdtersbourg^ t. XVI, 1871), M. Gylden indique de 
nombreuses m^thodes pouvant conduire k la formation des coefficients 
de ces developpements. Ses travaux sur ce sujet interessent k la fois 
les g^omfetres et les astronomes. Nous avons essay^ de r^unir, dans ce 
travail, ce qui nous a paru le plus immediatement utile k ces derniers. 
Nous aliens acluellement essayer d'^claircir la methode, en en com- 
menQant Tapplication k un cas particulier. 



IIL 

27. L'objet principal de cette ^tude 6tant la comparaison de la 
methode de M. Gylden k celle de Hansen, nous avons choisi comme 
exemple la determination des perturbations que la Terre excrce sur la 
comete d'Encke, ainsi que Tavait fait Hansen lui-mSme dans son Me- 
moire couronne [Mdmoire sur le calcul des perturbations queprouvent 
les comStes). Cherchant surtout dans ce calcul un Element d*apprecia- 
tion, nous ne nous sommes pas preoccupe de pousser le calcul jusqu'au 
bout, mais seulement de former le d^veloppement du carre de la dis- 
tance des deux astres. Pour cette raison aussi, nous avons adopte pour 
les elements de I'orbite de la comete et de celle de la Terre les elements 
dont Hansen s'etait servi, savoir : 

Tz=i2o8",i466, 

log« = o , 3466760, a' = If 

6 = 0,8446760, e' = 0,0167796, 

Tjui = 182^*48' 55^ 8, Gj' = 1 00*^0' iS'^jO. 
Q=334«29'28%8, 

/ = 1 3" 20' 4«''> 2 . 

Jnn. de i'^c. Normale, %* Serie. Tome V. — Notembbs 1876. 49 
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T d^signant la dur^e de la revolution sid^raie de la comfete, Q la lon- 
gitude de son noBud ascendant sur recliptique* cr, Fare compris entre 
le noeud ascendant et le p^rihelie, i I'inclinaison de Torbite sur T^clip- 
tique, a le demi-grand axe de Torbite de la Terre, ef son excentricite, 
fs' la longitude de son p^rih^lie. Nous avons divise Torbite de la comete 
en deux parties, les points de separation etant symetriques par rapport 
a son grand axe, et determines parcette condition que leur distance au 
Soleil soit egale k i . Entin nous n'avons d6velopp6 les calculs que 
pour la partie inferieure de I'orbite. 

28. Designant par u^ Tanomalie excentrique du premier point de 
separation, par u celle d'un point quelconque de la partie inferieure 
de Torbite et par co Tanomalie partielle, on a (n^ 14) 

sin - = ±:esin — w (mod. e), 



ou 



e= sm —1 

2 



G) devant varier de ^ -{--j le signe — se rapportant aux valours 

de 0) comprises entre — et zero, le signe + k celles qui sont com- 



71 



prises entre zero et -• 
Posant ensuile 






E| etant Tintegrale elliptique complete de premiere esp&ce relative au 
module £| complementaire de £, on a trouve 

logE= 1,6211481, 

J = ».4<>42'a4>4, 

logE =0,2167170, 
log£,= 0^3652829, 

logg = 2,079121. 
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On en a conclu 

ecosam — M= [i,6i58436] cosw -t- [3,700144] cos3w 

-H [5,7793] cosSo) -4- [7,86] COS7W -f- [8] cosgci)» 

c'sin'am — « — [2,g5i56i8] — [2,94*^79] cos 261) 

— [3,321168] cos4&) — [5,5764] cos6ci) — [7,78] cos8os 

et ensuite, par rapplication des forroules donnees k la fin du n^ 14, 

m 

r=z [1,8326789] — [T,5i5i47] C0S2&) 

— [3,89524] cos4m— [4>i5o5] cos6(«)— [6,35] cos8&), 

rcos/= — [2,718677] -+■ [7,588456] cos2(k) 

-f- [3,968545] cos4w -+- f4»5i238j cos6&) -h [6,43] cos8w, 

rsin/= [1,9712033] sinw 4- [2,532625] sin3Gt) 

4- [4,8336] sin5w -h [5,o588] 81070.) 4- [7,25] sin9&), 

ni — c= [r,3o85i2i] sinw— [2,3i654i] sin3a) 

— [4,6622] sin5(k) — [6,898] sin 70.) — [7,0] sin9(i); 

n est exprim^e en prenant le rayon du cercle pour unite ; et les nombres 
entre crochets sont les logarithmes des coefficients dont ils tiennent 
la place. 

29. Soient t7 la longitude du p^rihelie de la comfete, /M'anomaiie 
vraie de la Terre. On a 

. A' = f' 4- r" — irr' sin' - cos[/' -+-/+ (ro' - Q ) -f- (ro — Q )] 
-2rr'cos'icos[/'-/+K-Q)-(Bj-Q)]. 

Les nombres donnas au n" 27 donnent 

(5J' - R) + (ra - fi) = 3o8» i9'4o',o, 

(w'-Q)-(Ts~Q) = -5Ti8'ii',6. 

49- 
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On en conclut 

A' = r» -4- r'» — Arr' cos/cos/' — Brr' sin/sin/ ' 
— Crr'cos/sin/' — Drr' sin/cos/' 

ou 

log A = 0,03444^2, 

IogB = 0,0207989, 

logC = 0,2257077, 

logD = 0,2146266, 

de sorte que, pour former le developpement de A*, il ne reste plus qu'a 
obtenir les d^veloppements des quantit6s r', r'cos/', r'sin/'. 

30. Posons, comme au n° 19, 

et soil, pour abreger, 

n/ = e-4- AiSinck) — A3 sin 36) — A«sin5(k) — At sin 7 w—. . . . 
On aura 



n' n' 

M' = c'H C'\ (AiSinea — AiSin3&i — AiSinSo) — ...) 

/I /I 



Posons 



n 



nous auronsy tous calculs fails, 

M'=:c, -4- [1,8220333] sino)— [2,836062] s!n3(ki— [3,18171a] sinSo) 
— [5,418] sin 7(1) — [7,520] sin9(k). 

On a d'ailleurs 

r* = I — ecostt', 

r' cos/' = cos a' —■ e\ 



r'sln/'=:^i — c^'sinw'. 
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' ei 
cosii' = - 1 4- ^- 1 e'*\ cosM' -*- (~ y ) COS2M' -4- ge^'cosSM' -+- ic'»cos4M'-4-... 

en negligeant les termes du quatrieme ordre par rapport ^ e'. 
Ges formules, r6duites en nombres, donnent 

r'^rr: [0,0001834] — [2, 526796] COS M'— [?, i486]cos2M'— [6,o8] cosSM', 

r'cos/=— [2,400873] + [ 1, 999954 1 ] cos M' 

h-[3,92367)cos2M'4-[4,o237Jcos3M'h-[6,2o]cos4M'. 

r' sin/'= [1,9999236] sinM' 4- [3,923648] sin aM' 
-h [4,0237] sin 3M' 4- [6,20] sin4M'; 

de sorte qu'il ne reste plus qu'k d^velopper les sinus et cosinus de M' 
et de ses premiers multiples, suivant les sinus et cosinus des multiples 
de 0). 

31. Soit, pour abr^ger, 

M'=c, 4- a. 

On aura 

cosiM'=cosic, cosia — siniCiSinia^ 
siniM' = sinic, cosia 4- cosicicosia; 

de sorte que, pour developper A^ suivant les sinus et cosinus des mul- 
tiples de Cf et des multiples de gj, il sufBra de developper 



inia ) ^ ^ ,^ 

, \ a = i, 2, 3, 4 , 
osioc } 



sin 
cos 



On a trouve 



a = 0,6637939 sino) — o,o685586 sin3ei) 

— OyOOiSigS sinSco — 0,0000262 sin 701 -- o,oooooo3 sin90f . 
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Posons 

(3 = o,ooi5ig5sin5(k) + 0,0000262 sin 7 (k> + OyOoooooSsingo); 

m = 0y6637g3g» 
n = 0,0685586, 
y z= /rasinco — nsinSo). 



Alors 



a = y — P; 



d'oii 



0« 

sina = siny — (3 cosy — — siny, 

3* 
cosa=cosy + (3 siny— —cosy, 

en DegligeaDt|3', ce qui est visiblement permis. 
Le calcul de /3^ n'offre aucune difficult^; on trouve 

I (3' = 0,0000006 — 0,0000006 cos io&>. 

Le developpement de siny et de cosy est plus difficile; on a precede 
comme il suit. 

32. On a 

siny = sin [m sin go] cos [/I sin 3&)] — cos[msinck)]sin[/isin3ci)], 
cosy = cos [/rasintk)] cos [i»sin3(k)] + sin[msin(i)]sin[iisin3ei)]. 

D'autre part, on a, par la forroule de Maclaurin, 

Sin I /nsinco = — sinca r sin*ei)H 5— r-? sin*M — . . ., 

^ -^ I 1.2.3 1. 2.3. 4-5 

cos|msin&)| = i sin'wH ^—rsinS) — . . ., 

^ ^ 1.2 1.2.3.4 • 

developpements qu'il est necessaire de pousser ici jusqu'a la neuvieme 
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puissance de sinoj. On a trouvi 

log— = 198220333, 

log — = i,343o366, 

m' - 
log — -^ = 2,6879486, 

'°8 ,...3.4.5 = ^'°^°9^^' 
'^'K ..a3.4.5.6 = '^'°'<^7' 
'°g ..a.3.X5.6.7 = ^'°^'' 
'°« 77^374.576:7:8 =''9'' 

log •> I IT a — = 8,8. 

^ 1.2. 3. 4*5. 6. 7. 0.9 

On a employe les formules suivantes : 

2 sin*&) = — cos 2(k) 4- 1, 

2»sin*a) = cos4w — 4cos2w-4- 3, 

2*sin*w =— cos6&) -h 6cos4u — i5cos2Ci) -1-10, 

2^sin*a) = cos8ck) — 8cos6(<) 4- 28cos4ck) — 56cos2w -h 35, 

2' sin* 6) — — sinSw 4- Ssino), 

2^sin*(<) = sinSct) — 5sin3ei) + losinci), 

2«sln'w = — sln7w-f- 7Sin5w — 21 sin 36) -f- 35siQot), 

2»sin»w = sin 9(1) — 9sin7Ck) -»-36sin5w — 84s!n3&) -h 126. 

L'application de ces formules a donne 

sin[msin&)] = [ 1,7978896] sin w 

-+-[2,073898] sin3ck) -4- [5,819] sin 5w -4- [7,3] 51070), 

cos[m8inci)]=: [1,9607742] 

[7,0269859] cos2a) -4- [$,9952] cos4<^ 4- [6,556] COS6&). 



et 



392 B. BAILLAUD. 

On a proc^d^ de mSme ^ regard de sin [/isinSci)] et de cos [n sin3ci>]. 
On a trouv^ 

log - = 2,836o6ti, 
log-^ =3,37109, 

et Tapplication des formules 

2sin*3ck) = — cos6&)-h 1, 
2»sin*3w = cosi20) — 4<^os6ek)-h 3, 
2*sin'3&) = sin90) — 3 sin3ei), • 
a donne 

sin[iis]n3ci)] = [2,8358o66] sin3(k)-f- [5,1271 jsin9Cf), 
cos[nsin3ci)] = [1,9994895] -f- [3,06989] cosGu -f- [7] COS1201): 

on en a conclu 

sin y =o,6235578sin w — 0,04934 i9Sln 3ck)— 0,008940 isinSw -f- o,ooo3345sin 7 « 
— o,ooooo5i sin9(i) — 0,0000007 sin 1 1 w, 

cosy= 0,8921984 -+- 0,1275555 cos 2 w — 0,0204610 cos4cd -4- o,ooo6463 cos6a> 
0,0000643 cos8<it) — o,ooooo36 cos 10(0 + 0,0000002 cos i2Ct). 



33. Des valeurs precedentes on d^duit par la simple multiplication 

(3 sin 7 = — o,ooooo3o — 0,0000378 cos 2 (<) 4- 0,0004782 cos4c>> 
— o,ooo4656 cos66i) 4- 0,0000294 cos8ci) 
-h o,ooooo35 cosioo) — 0,0000002 cos 1 2 &>, 

(3cosy = — 0,0000 160 sin w-i- 0,0000966 sin 8 w -+-0,00 18574 sin 56) 

+ o,oooi2o3sin7&) — 0,00001 35 sin 90) + 0,0000002 sin 1 1&), 

•^ sin y = 0,0000004 sino) 4- 0,0000002 sin96i) — 0,0000002 sin 1 1 o), 
£- cosy = o,oooooo5 -r 0,0000001 C0S2ca — o,oooooo5 cos low, 

2 
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et, en rassemblant ces resultats, on trouve 

sina = [ 1,7948876] sinck) — [2,694066] sin3&) — [3,724071 J sinSw 
-f- [4,33o8]sin7Ck)-h [6,914] singw— [7,8] sin iiw, 

• 

cosa = [ 1,9504598] -+- [1,1055717] C0S2&) — [2,300765] cos4&> 

-h [4,^570] C0s6Gt) -h [5,972] C0s8oi) 4- [7,6] COSIOCi). 

34. On a deduit de ces developpements ceux des sinus at cosinus des 
multiples de a par les formules 

sin2a== 2 sinacosa, 
cos2a = 1 — a sin'a, 
sin 3a = 2 sinacos2a + sina, 
cos3a = 2 cosacos2a — cosa, 
bin4«=: 2sin2acos2;K, 
cos4a — a cos'2a — I, 
« 

et Ton a obtenu les resultats suivants : 

sin2a= [0,01 u5] sinw 4- [3,49o] sin3w— [2,45i8] sin5&) 
"*" l4>87] sin 7 w 4- [4>*4J singw — [5,o] siniiai, 

cos2a= [1,78439] -4- [1,65319] cos2G>)— [2,7406] cos4o) 

— [3,6464] cos6ck) 4- [4*89] cos8(k) 4- [5,23] cos loco, 

sin 3a = [o,o3238] S]n(k)+ [i,3o68i] sln3(i)— [2,8i55] sin5w 

— [3,387] sin7(«)4- [3,037] singw— [5,3] sin ii&), 

cos3a=: [ i,4o2ii] 4- [1,91100] cos2a)— [2,6596] cos4oi) 

— [2,3755] cos6&)4- [3,312] cos8(i) 

4- [4>40 COSIOG) — [5,3] C0SI2&), 

sin4a ~ [»>898] sinci) 4- [1,708] sinSco — [2,92] sin5&) 

— [2,15] sin7w4- [3,3] singci), 

cos4a=— [2,72] 4- [0,0195] COS 2 0) 4- [2,8i]cos4w— [2^,78] cos6a). 

Ann, de VEc, NormaU, a* S^rie. Tome V. — Noyxvbrb 1876. 5o 
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35. Pour parvenir Ik la rormation des quantites rr' cos/cos/' , •••! 
on a d'abord obtenu les resultatssuivanls: 

rros/cos a = — 0,0220666 -i- 0^3359186 cos 2 &> -4- 0,0341075 cos 4'^ 

— o,oo3i228 cos6&) — o,oooo4g8cos8(i> 4- 0,00001 76 cos low 
-f- o,oooooo5 cos 1 2 w, 

r sin/sin a = 0,2909391— O,3o43956cos2r«)4-o,oio2422cos4<u 

0,0032127 cos6&> + 0,0000072 cosBo) — 0,0000067 cosioo) 

0,000000 1 cos 1 2 (<), 



r cos/sin « = — o, 16287 13 sin &> + 0,1 196330 sin 3ck) — 0,0064 169 sin 6 u 

— 0,00 1 2 149 sin 7 Gt> + 0,0000 1 29 sin 9Gt> + 0,0000020 sin 1 1 ga 

— 0,0000002 sin 1 3 GO, 

r sin/cos a = 0,7777946 sin ca 4- 0,0994768 sin 3 to — o,oo66563sin5&) 

— 0,0002463 sin 7 (k) + 0,0000410 sin9Gt) + 0,0000018 sin iko, 

rcos/cos2a zn 0,0661 1 -+- 0,20382 COS2&) -f- 0,09494 cos4to — 0,00810 cos6o) 

— 0,00 1 1 2 cos 8 (<) + 0,000 1 3 cos I o (1)9 

rsin/sin2a = o,48oi3 — o,46i64cos2&) — o,o3i8icos4ct>-f- o,oi32ocos6&) 

-f- 0,00021 COsSct) — 0,00009 cos lOG), 

r cos/sin 2a = — 0,262 10 sin w-f 0,18846 sin 3 eu -4- 0,00692 sin 6cj 

— 0,00639 sin 7 6) -h 0,00001 sin 9 'j) -t- 0,00004 sin iiu, 

rsin/cos2a = 0,36766 sin « -t- 0,26728 sin 3 w — o,oi56i sin6&) 

— o,oo32i sin7(k) + 0,00026 sin9Gt> + 0,00001 sin iiot), 

r cos/cos3« = o, i445o -*- 0,06006 cos2Gt) 4- o, 16814 cos4m — o,oo338 cos66) 

— 0,00480 cos8&) + 0,00028 cos I OGA + OyOooo6cosi2<k), 

r sin/ sin 3 a = 0,60767 — 0,89197 COS20) — o, 14349 cos4(() -4- 0,02668 cos6(o 

4- 0,00268 COS 8 6) — 0,00046 COSIOGJ — 0,00001 cos 1 20), 

rcos/sin3a = — o,227i6sinw 4- 0,1 8062 sin 3 0)4- 0,04716 sin 6 w 

— 0,01 i3isin70)~ 0,00082 sin9o) 4- 0,00018 sin iio) 

— 0,00001 sini3o), 
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rsin/cos3a~ — Oyi3o34sinGt) + 0,41188 sin 36) + 0,00877 sin Soj 

— 0,0 1 258 sin 7 6) 4-o,ooo4i singco -f- o^oooiSsintiot) 

— OyOOooisini3ci). 

rcos/cos4a = o,2o5 — 0,057 cos 2 &> + 0,186 cos 4 &) + 0,021 cosGoi 

— 0,012 cos8Gt), 

rsin^sin4a = 0,379 — o>i 19COS2&) — 0,291 cos4oj -h o,o23cos6o> 

-+- 0,008 cos8(i), 

i'C0s/sin4a=^ — o,o99sinck)-+- 0,106 sin 3&) -h o,io4sin5a) — o,oi2sin7Gj 

— o^oo3s]n96), 

rs\nfcos^a = — o,52isinw -h o,458sin3(i) + 0,076 sin 5&) — 0,027 sin7&) 

— 0,001 singu. 

36. En substituant tous ces rSsultats dans la formule du n° 29, on a 
rinalement obtenu le developpement de A' suivant les sinus et cosinus 
des multiples de C| et des multiples de a> 

A* = U. -+- U, cose, -f- U, cos2e, -h U, cos3e, -f- U4 cos4<?i 
-+- ViSinci H- Yisinsci 4- V3Sin3c, 4- V4Sin4<?it 

les quantites U et V ayant les valours suivantes : 

U, = 1,5 1 54025 — o,o386io3sinci) — o,432372COS2(k) — 0,001 406 sin 3 &> 
-+- 0,043223 cos4&) — 0,000028 sinSci) + o,oo2386 cos6gi) 

— 0,000001 cos 7 6) + 0,000074 C0s8w -+- 0,000002 cos 100), 

U, = — o,3ii223 -h 1,548637 sin w — 0,0486 16 cos 2 w — 0,087923 sin 3 &> 

— 0,046991 cos4Gt> — 0,000123 sin 5 w 4- 0,000004 cos 6 &) 
-4- 0,002002 sin 7 0) -h 0,000043 cos8o) + 0,000046 sin 96) 

— o,ooooi3 cos iO(k), 

V, = — 0,439768 — 0,97 1178 sin 6) — o,o65854 cos2a) 4- 0,028890 sin 3a) 

— 0,074180 cos^ca — o,oooi4i sin5ck) — 0,0000 1 5 cos6&) 

— o,ooio49sin7(k) +0,0000720058(1) — 0,000029 singo) 

— 0,000020 cos IO(k) , 

5o. 
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U, = — 0,00481 1 4- 0,008611 sinw -4- o,oo2i48cos2<i«> 4-0,000878 sin 3 &i 

— 0,000574 cos4<«) — o,ooo3i2sin5u> — 0,000042 cos6oj 
-f- 0,000082 sin 7(1) -+-0,000008 cos 8a) -+- OyOooooSsingoi), 

V, = — o,oo5825 — 0,007880 sin w 4- 0,008478 cos2((i — o,ooo552 sin 36t> 

— 0,000901 cos 4 w 4- 0,000 1 96 sin 5 w — 0,000067 cosGca 

— 0,000021 sin 7 &) 4- 0,00001 8 cos 8a) — 0,000002 singo), 

U3 = — 0,000078 4- 0,000018 sino) 4- 0,000087 C0S2&) 4- o, 0000 89 sin 8 w 

— 0,000002 COS 4 a) — 0,000008 sin 5 a) — 0,000002 cos6a), 

Vi zi= — 0,0001 14 — 0,0000 10 si no) 4- 0,000059 cos 2 0) — 0,000026 sin 8 r,) 

— 0,000008 cos 4 a) — 0,000004 cos 6 a), 

1)4 = — 0,000001 — 0,000001 sina) 4- 0,000001 sin 3a), 
\i = — 0,000001. 

37. Les premiers termes de la formule prec^dente sont 

i,5i54o25 — 0,4828720 cos2a), 

— sine, [0,4397684- 0,971 178 sina)], 

— cose, [0,811228 — 1, 5486868 sin a)]. 

A la simple inspection de ces termes, on voit que la methode de M. Gyl- 
den ne peut etre appliquee : il faut divisor Torbite en plus de deux 
parties. 

On peut placer un point de division au perih^lie en posant 

sino) = 4- sin*— = > 

2 2 

. ,a)j 1 — cosa)j 

sino) ==— sm' — = 

2 2 

En adoplant la premiere substitution et faisant varier o), de zero a tt, on 
aura la partic de Torbite comprise entre le p6rihelie et le point (u,, r,). 
La seconde substitution se rapporte k la parlie sym6trique par rapport 
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au grand axe. Appliquant la premiere substitution, on trouve 

A' = 1,4072095 — 0,925357 sinci -+- 0,463095 cose, 

— 0,432372008(1)1 -h 0,485589 cos G), sine. — 0,7743184 cosMiCOsci 



La possibilite d'appliquer la methodc de M. Gylden commence a appa- 
raitre; en toute rigucur, on pourrait le faire; les termes independants 
de 0), sont les plus grands. Neanmoins, il parait convenable de diviser 
encore cette partie de Torbite. On peut le faire en posant, pour la partie 
la plus voisine du perihelie, 



cosG), = cos* 7 « , = > 



et, pour Tautre partie, 

, , <r > -i-cosw' 

COSCi), =— COS*jW, = J 

(M)\ variant de — tt a zero et (a\ de zero a tt. 

Si Ton adople la derniere formule, les termes donnes precedemment 
deviennent 

1,623395 — i,i68i5isinci -f- o,85o254 cose. 

0,2 16186 cos ci)' — 0,242794 sin CiCosoj' -+- 0,3871590050, cos oj",. 



L'argument co' se rapporte a la partie de Torbite la plus voisine de 
I'orbite de la Terre, et, par suite, a celle oil les perturbations seront 
les plus grandes. II est visible que toute la dilBcuIt^ de developpe- 
ment des puissances negatives de A residera dans celui des puissances 
du polynome. 

1,623395 — i,i68i5i sine, -+- o,85o254cose,. 

L*introduction de Targument elliptique, d'apres les indications don- 
nees au n*^ 20, rendra ce developpement tres-facile. 

38. Hansen, dans le Memoire cite sur le calcul des perturbations des 
comeles, dit que le developpement general de A"', dans le cas parti- 
culier que nous avons traite, serait impraticable. Aussi a-t-il du donner 
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a la variable o des valeurs particuli^res* dSvelopper les puissances de 
A"' pour toutes ces valeurs particuli^res suivanl les sinus et cosinus des 
multiples de c^ et, par des quadratures, reconstituer, au moyen de ces 
d^veloppements particuliers, le d^veloppement g^n^ral procedant a la 
fois suivant les sinus et les cosinus des multiples des deux arguments. 
Comme on Ta vu au dernier paragraphs la methode de M. Gylden ne 
s*applique pas a la portion d'orbite que Hansen avait embrassee dans 
son calcul ; il faut la subdiviser en plusieurs parties. Malgr6 la longueur 
des calculs resultant de cette subdivision, il semble que les idees de 
M. Gylden aient un avantage considerable. La marche k suivre est a la 
fois tres-claire et tr^s-simple; les diverses portions de Torbite peuvent 
etre calcul6es separement par plusieurs personnes, tandis que la me- 
thode de quadrature employee par Hansen, methode extremement 
longue d'ailleurs, n*a aucun de ces avantages. 
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INTRODUCTION. 

1. Etant donnee une Equation irreductible de dcgre m, 

on appelle integrates abdliennes les integrales 

oil ^{00^ y) d^signe une fonction rationneile queiconque dea?et dej^. 
Abel en a fait le premier Tetude et en a donn6 une propriete impor- 
lante dans son Memoire celebre : Recherches sur quelques proprietes 
gSndrales d'une certaine sorte de fonctions transcendantes . Ricmann a 
ramene ees integrales ^ Irois formes simples qui constituent les inte- 
grates abeliennes des trois especes. Mais, sansentrer dans le detail de 
cette reduction, qui est elrangere a notre sujet, il suflira de rappeler 
que rintegrale de premiere espece est 

oil N {x,y) designe un polynome du dogre /w— 3, dont on a determine 
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les coefficients supposes d'abord arbitraires, de fafon que riniejii^rale 
reste finie pour toutes les valeurs dex finies ou infinies. 

En supposant que la courbe representee par Fequation (i) ne possede 
pas d'autres points singuiiers que des points doubles et de rebrous- 
sement» MM. Clebscb et Gordan ont trouve que le nombre des inte- 
grates de premiere espece est 

/? = I (m — i) (/n — a) — rf — r, 

d designant le nombre des points doubles, r celui des points de rebrous- 
sement, et ils ont reconnu que le nombre des p6riodes de Tintegrale 
est 2p. 

Dans leur Thiorie des fonctions elliptiques, p. 170, MM. Briot et Bou- 
quet ont donne uue formule qui represente dans tons ies cas le nombre 
des periodes des integrales abeliennes. Je me suis propose de deter- 
miner, dans le cas general, le nombre des integrales de premiere espece 
et de faire voir qu'il est 6gal a la moitie de celui des periodes. 

Les formules dont je me sers s'accordent avec la relation donnee par 
M. Halphen {Comptes rendus de VAcadernie des Sciences^ \^' semestre 
1874). J'y arrive par une metbode differente. 

* Gomme application, je donne le caractere que doit presenter Tequa- 
tion (i) pour que Tintegrale (2) s'exprime : 1° par des fonctions alge- 
briques et logarithmiques ; 2^ par ces memes fonctions et les integrales 
elliptiques des trois esp^ces. Clebscb a traite Tbypoth^se particuliere 
oil la courbe (i) n'admet pas d'autres points singuiiers que des points 
doubles et de rebroussement, et a fait voir que le nombre de ceux-ci 
devait etre ^(m — i)(/n — 2) dans le premier cas et ^m(m — 3) dans 
le second. 



PREMIERE PARTIE. 



I. 

2. SupposoDS qu'on ait effectue dans Fequalion F(a;,^) = o une 
substi^utioD (lu premier degr^, de manifere que les m valours de y 
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reslent finies pour toutes les valeurs finies de x ct que Tintegrale con- 
serve une vaieur finie pour les valeurs infinies de x. II sufBra de consi- 
d^rer les differents points critiques a distance finie, c'est-a-dire ceux 
dont les coordonnees v^rifienl les deux equations 

F(j:,7)=o et Ty[x,y) = o. 

Soienta, a^ ^sf. ces points. Transportons Torigine des coordon- 
nees en I'un d'eux, a. L'integrale (3) conservera la meme formci et 
nous supposerons que x ^i y d^signent les nouvelles variables. On sait 
determiner le nombre des racines infiniment petites et le degre en x 
de chacune d'elles par le procede du a M. Puiseux. La methode con- 
siste a chercber les termes du degr^ le moins ^leve de T^quation (i), 
en regardant x comme du premier ordre et y comme un infiniment 
petit d'un ordre convenable jx. Pour cela, dans un terme quelconque, 
ky^x^y on regarde a comme une abscisse» ]3 comme une ordonnee, et 
Ton construit les points qui r^pondent aux differents termes. Le degre 

Fig. I. 
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du terme ky^x^ est jJLa-4-/3. En le d6signant par D, la relation 
|xa -4- jS = D montre que les termes du meme degre correspondent a 
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(les points ranges sur une droite dont le coefficient angulaire change 
de signe marquera le degre de y en x^ et dont I'ordonnee ^ rorigine 
indiquera le degre total du terme. 

On sait alors que, pour avoir les termes de moindre degr^, il faut 
prendre les points situes sur Tun des cotes d*un polygone aoai ...a/ 
[fig. i) convexe vers Toriginc, et compose d'un certain nombre de 
cotes repondant aux groupes suivants, ordonn^s suivant les puissances 
d^croissantes de y : 

G, = A,,p,^^«.a:i^. + 2A.^;^«xP 4- A,,p,j««xP., 
G, = A.,|i,7*« ^i^. -4- 2A.|i7« j;P -4- A.,|i,j^*« x?., 



Ga =A.^?^ /«a ^Pa h-2A«j7-xP-+- A,/x'; 

n est le nombre des valeurs infmiment petites de j^ et k^<^y^ofi designe 
un terme intermediaire d'un groupe quelconque (*). 

Prenons par exemplc le second cote. Les termes de G« seront du 
meme degre, si Ton a 

ax — a cci — ai p\ 

les nombres entiers q^ et/>, etant supposes premiers entre eux. On en 
conclut 

P — Pi = /r^i , ax-- a = kpx ; 

en sorte que, si Ton pose j= f^^r**, le groupe G< deviendra 

G, = x-.«^+P. (/«. [A.,p, i'- -«. -4- 2 A.p (/— «. -4- A.,pJ 
=: j;«,l*+P. i;», [A.,?, ^./». + 2A.p (/{*r*)p. H- A.,pJ. 

Posons 

i/p. zzz A ei A«, ji, X*> -*- 2 A,pX*>-* H- A«,p, = L„ 

Si X est une racine de Tequation L| = o et si v^ designe une racine 

(') Th^orie des fonctions elUptiques, p. 4a. 
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de I'equation t'l = >, on salt que v, x''' sera la valeur approchee dep, 
raclnes infinimcnl pelites. Je supposerai d'abord que I'equation L, = o 
et toutes Ics aulres analogues n'aicnt pas (Ic racines multiples. 

3. Supposonsque (iansladeriveerj,(a;,j)onveuille trouverlestermes 
de moindre degre. Ayant conslrull le polygene elementaire a„a,...ai 
de lafonction ¥{x,y), il est clair que lessommets du pnlygone elemen- 
taire de la derivee s'obtiendront en reculanl les sommcts du premier 
polygone d'une unite vers les « negatifs; Ics cOtes des deux polygones 
seront parallcles. Soit a'ga\a\... ce polygone que nous appeilerons 
derive. II y a toutcfois exception pour le dernier cote. S'il y a dans !e 
groupe Ga un terme contenant y a la premiere puissance et repondanl 
a un point b, la derivee de ce terme par rapport a / en donnera un 
autre ne contenant plus que a;, et le polygone derive se lermincra en b' 
sur I'axe o(3; il aura alors le meme nombre de cotes que le premier. 
Dans Ic cas contraire, le polygone derive aura ses cotes G'(,, G', ,..., Gl_i 
paralleles aux cfites G,,, G,,..., G*_, ; mais, a partir du sommet a\, il 
pourra presenter un nombre quelconque de c6t6s. II suffil, pour notre 
objet, de remarquer que les coefficients angulaires de ces cotes auront 
des valeurs absolues egales ou superieures a celle du cote G*, en sorte 
qu'il n'y aura aucun point silue au-dessous de la parallele a ce cot^ G4 
menee par le point d^ . 

Imaginons qu'on abaisse d'une unite les sommets a'„, a^.a^,... du 
polygone derive. On obliendra ainsi un nouveau polygone a^d^ d^. .. 
dont les coles G',, G',, Gj,... seront paralleles a ceux des precedents; 
mais les ordonnees a I'origine des uouveaux cdtes seront respective- 
ment Infericures d'une unite a celles des cdtes correspondants du poly- 
gone derive. Observons qu'a partir du point d^ nous ne nous occupe- 
rons plus des cotes que pent presenter le polygone elementaire de la 
derivee. et nous menerons simplement par ce point une parallele au 
cote G*. linfin nous supposerons le nouveau polygone termine a I'axe 
des a et a I'axe des J3 en X et Y, un point Icl que a'y elant fictif, c'est-a- 
dire ne correspondant a aucun terme et servant seulement a regulariser 
la construction des cotes. 

Si i'on represente avec la convention deja indiquee Ics lermes de la 
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fonction arbilraire N(a?, y), je dis que Tintegrale (3) ne pourra rester 
finic pour les valeurs infiniment pelites de x que si Ton egale k zero 
les coefficients des termes qui repondent a dcs points situes au-dessous 
du dernier polygone ou sur ses cdtes. 

Considerons une racine appartenant au groupe G, et d'ordre /jl = ^- 

Les termes de moindre degre de la derivee proviennent evidennment du 
groupe G'j. Quant a la fonction N(a:,j^), pour obtenir les termes de 
moindre degre, il faudra faire mouvoir une parallele au cote Go en la 
faisant partir de Torigine, jusqu'a ce qu*elle contienne un ou plusieur^ 
points appartenant a cette fonction. Soit F, la position qu'elle aura a 
ce moment. Tons le& termes correspondants auront le meme degre egal 
a Tordonnee a Torigine de la ligne r«. Si cette derniere est au-dessous 
du cote G' ou coincide avec lui, les termes dont on vient de parler 
devront donner un resultat nul. Autrement, le degre de N [x^y) serait 
inferieur d'une unite au moins k celui de F^ (^» J')* et Tintegrale (3) 
serait infinie. 

Je dis, d'apres cela, que la distance des deux points extremes qui 
se trouvent sur Ff ne pent etre moindre que la longueur du cote G,. 
Soit Boy"a;P le terme qui repond a Textremite de F, la plus eloign^e de 
I'axe oj3, et concevons les differentes paralleles a I'axe o|3 distantes de 
Tunite. Quand on remonte le cot^ F4 dont le coefficient angulaire est 

— ^? il faut s'elever de — pour rencontrer la parallele qui suit celle 

du terme initial, de ^ pour rencontrer la suivante, etc.... Puisque 

y, et/>i sont premiers entre eux, il faudra evidemment traverser/?, de 
ces paralleles pour arriver a un point du reseau. Le chemin parcouru 
aura pour projection /?, sur Taxe ool dans le sens negatif et 9, sur I'axe 
oj3, en sorte que le second terme sera B|^'*"^«^P^s oil B, pent etre nul. 
Le troisieme terme sera de meme Bay*""^''*^??^*^!,. . . • La projection 
sur OOL du cote G, est a, — 0L^^=^k^p^. Si done la distance des deux 
points extremes sur F| est moindre que le cote G,, le dernier terme que 
I'on rencontrera sera Ba.-,jk*""^*'""'^'''^^^*»~'^^'. Tous ces termes, etant du 

meme degre en x apres la substitution j' = ro^', deviennent 
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Le polynome 

9 ( i; ) = B. A*.-* -4- B, X*.-'- 4- . . . -+- Bi._/ = A 

du degre k^ — i doit s'annuler pour les A:, racines supposecs inegales 
de {'equation L, = o, en sorte que tous les coefficients de A devraient 
etre nuls. 

Concevons maintenant I'ensemble des points qui repondent a la fonc- 
tion N (a?, j). Prenons une parallele au c6te Go passant par Torigine el 
faisons-Ia mouvoir parallelement k elle-meme jusqu'k ce qu'elle ren- 
contre des points 6o» ^o» • • ••/o* Arretons-la dans cette position et sup- 
posons qu'elle ne soit pas situee au-dessus de G^. Le dernier point 
qu'on trouvera sur la gauche de cette ligne ne pourra etre situe en j3o 
sur Taxe oj3. Car alors, menant par |3o une paraliele au cote G,, il n'y 
aurait qu'un seul point sur cette paraliele, ce qui est impossible. 
Observons de plus que le dernier point/o devra etre a une distance de 
oa au moins egale a celle du sommet a« ; autrement, la distance Uq/o 
serait moindre que la longueur Go. Faisons maintenant mouvoir une 
parallele au cote G«, en partant de Torigine jusqu'k ce qu'elle con- 
lienne des points appartenant a N{x,y). Elle en contiendra n^ces- 
sairement plusieurs, et dans cette position viendra couper la lignc 
o^o/o a gauche de/o en 7, ou en/o, puisque/o est un des points du sys- 
tfeme. II en resulle que la nouvelle droite ne sera pas'au-dessus de G' • 
Elle contiendra les points &i » c« , . . ., /i » dont le dernier ne pourra dtre 
en j3« sur Taxe o^ pour la mSme raison que precedemment. Le dernier 
point/i devra etre a une distance de 00c au moins 6gale a celle du som- 
met a^; autrementy la distance 7/1 serait inferieure k la longueur du 
cdt^ G|, En continuant ainsi, on sera amen6 a tracer une parallMe au 
dernier cote G^. Mais, le poly gone obtenu etant 6videmment de peri- 
mfetre moindre que le polygene elementaire de la fonction donnee, le 
dernier cdte serait necessairement plus petit que G^, ce qui est impos- 
sible. 

II pent se faire que la parallele au cdte Go soit au-dessus de G^ ; alors 
il n'y aurait aucun point sur le cote G^ prolonge ni au-dessous. II sufBra 
de mener une parallele au cote G, et de rep^ter le raisonnement prece- 
dent. Si cette seconde parallele se trouvait aussi au-dessus de G' , c'est 
qu'il n'y aurait aucun point sur les cot^s Gq et G'^ prolonges ni au- 
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dessous de ces lignes. On commencerait alors par mener une parallele 
au cdte G29 et ainsi de suite. II est done necessaire qu'il n'y ait plus 
aucun point sur les cotes G'^^G'^,... ,G^f ni au-dessouSt c*est-k-dire a 
rinterieur du polygene o\a\a\ . . . Yo ou sur ses c6t6s. 

Ces conditions sent suffisantes lorsque le degre de F^ [x^ y) pour la 
racine consideree est bien egal a I'ordonnee a Torigine de la droite G'|. 
Gomme on a 
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si Ton remplace v par sa valeur approch^e i^,, le r^sultat obtenu sera 
different de zero, puisque X est une racine simple de Tequation L| = o. 

4. Pour avoir le nombre de conditions imposees k la fonction N (^» j^}» 
il faut, d'apres ce qui precede, trouver le nombre des points qui se 
trouvent k Tinterieur du polygene ol/ia\ a\ ... Yo ou sur ses cotes. Nous 
chercherons d*abord le nombre d,es points qui se trouvent a Tinte- 
rieur du trapeze r^r2a\ a^, ou sur ses cotes. La dimension r^r2 est egale 
^ a^ — 0C2; en sorte que, en comptant r^ et r,, il y a sur cette ligne 
«! — aa ^- I points. La dimension a\ri est egale k p, — 1, et il y a 
j3, points sur cette ligne. Le nombre des points qui se trouvent ^ Tinte- 
rieur du rectangle r^r^aj^ et sur ses cot^s, en ne comptant pas ceux 
qui sent sur le cote superieur, sera (a, — aj •+- 1) (Pi — 0- P^ssons au 
triangle d^t^a^t dont les cotes ont pour dimensions ai*— a2 = k^p^ 
et jS, — j3, = k^q^. II y a, comme nous I'avons vu dans le numero 
precedent, k^ -f- i points sur le c6te a\a\y en comptant les deux 
extremites. Achevons le rectangle d^t^d^t^. Il comprendra en tout 
(a, — aj 4- i) (jSa — p, -f- i) points tant ^ Tinterieur que sur les cotis. 
Si nous retranchons ^1 -f i et si nous divisons le resultat par 2, nous 
aurons evidemment le nombre des points qui se trouvent sur les cot^s 
du triangle d^t^d^ et a son interieur, a Texception de ceux qui se 
trouvent sur d^ d^ ; ce sera 

i [(a. - a, -*- i) (P, - Pi -H i) - (A*. -4- i)]. 

Mais, comme ces derniers points r^pondent a des termes qui doivent 
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eux-memes disparaitre, il faudra ajouter ^« + i a Tcxpression prece- 
dente, qui deviendra 

tel est le nombre des points situes sur les cotes du triangle et a son in- 
t6rieur. 

Le nombre des points qui setrouvent k I'interieurdu trapeze r, r^ a' a ^ 
et sur ses cotes sera done 

{ [(a, — ai -f- 1) ((3, — p, -M) -*- A-, + 1] 4- (a, — a, -+- 1) (p, — i). 

La meme evaluation se fera pour les autres trapezes. Mais afin de ne 
pas rep6(er les points qui se trouvent sur des c6tes communs k deux 
trapezes successifs, nous aurons soin de ne prendre dans chacun d'eux 
que les points situes sur le cote de droite, ceux qui sont situes sur le 
cdte de gauche devant etre comples dans le trapeze suivant. Nous re- 
trancherons done ^2 ^^ Texpression precedentOt ce qui donnera 

|-(a,(3| — ajP2-f-a,j3, — a,Pi -+- p, — p, — a. -i- a, -I- /r,). 

Le nombre des points situes k I'interieur du dernier trapeze or^a^Y 
et sur ses c6tes resultera sans diSiculte de la formule precedents 
puisque celle-ci s'applique au trapeze rAa^r/aJ, dont on supprime les 
points situes sur le cote de gauche rta] . II faudra seulement se rappeler 
que |3a^i doit etre remplace par /, et a^+i par zero ; on aura ainsi 

{{aA^h -4- a*/ 4- Pa — / — a* -+- A"*). 

Quant au triangle r^a\X, on remarquera que le nombre des points 
situ6s k rint^rieur du triangle a^ra^ et sur ses cdtes est, d'apres ce qui 
precede, 

I [{n - a, -*- i) (P, -*- i) 4- *•• -4- i] ; 

il faudra en retrancher d'abord /i — a, 4- i, qui est le nombre des 
points situes sur le cote ra^, puis j3,, qui est le nombre des points situes 
sur le cote r<ao, ce qui donnera 

|[(/i — a, 4- i)((3, + 1) 4- A*. 4-1] — (3. — [n — a, 4-1], 

ou bien 

I [(n - «, 4- 1) (P, — i) — ap. 4- A-.4- 1] , 
OU enfin 

• j(/ip, — a.p, — p, — /»4-a. 4- A-,). 
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Le nombre des termes a faire disparaitre sera done 

— a, (3, -h n Pi — (3, — n -f- a, -+- A-,, 

a, p, — a, Pj 4- «! Pa — «» Pi + Pi — Pj — «! "+- a, -h /r„ 

. I j + aj P» — as Pa + a, p, — a» Pi -f- Pj — Pa — ai -4- a, -f- A*,, 

A« = -' 



2 



-4- a^-i Pa-i — a* Pa -H oca-i Pa — aA Pa-i + Pa-i — Pa — aA-i -4- aA -4- Ata-i, 
-f-a4pA -4-aA/ -*-Pa — / — aA H- Ar*, 

ou bien, en reduisant, 

aA. 3= /»p, -+- (ai Pj — a,p,) -+- (a,p, — a,p,) -f- . . . 

-h (aA-i Pa — oLk Pa-i) -+-aA/— n — /H-/r. -f-Zfi -4- /ft -f-... -4- Ata-i -4- Ata. 

Si Ton convient de remplacer |3o par o et a© par n, jS^+i par / et a^^^ 
par o, on pourra ecrire 

i = A 
i = 

5. II sera utile pour la suite de chercher les termes du degr6 le moins 
eieve de la fonction ^{x,y)y quand on Taura assujettie aux A^ condi- 
tions precedentes. Supposons qu'on descende le cote a\a^^ jusqu'k ce 
qu'on rencontre la i}^^ ligne vertical e k partir de celle du point a,; on 

se sera abaisse de i^\ si r^ est le reste de la division de iq^ par p^^ le 

point le moins eleve repondant k un terme de N (a?, y) qu'on rencon- 

trera sur ia i*^' ligne verticale sera au-dessus de G'^ de — • Comme/?i et 

q^ sont premiers entre eux, si I'on fait varier / de i a/?< — i, on trou- 
vera, dans un certain ordre, les restes i. a.,. (/?, — i). Le point qu'on 
trouvera sur la /?*/'"*' ligne sera de une unil^ au-dessus de G'^. En faisant 
varier iAep^-\-i a 2/>i — i , on retrouvera dans le meme ordre les 
restes 1.2.. .Qo, — i); de meme en faisant varier 1 entre a/i, H- i et 
3/>, — I ..., et enfln en faisant varier 1 de [k^ — - 1)/?, -f- 1 a k^p^ — i. 

De la resulte que, si dans N(a?,y) on remplace y par v^af\ les 
termes du degre le moins eleve repondront a une droite parallele k G' 

et dont I'ordonnee a Torigine surpassera celle de G'^ de— • Puis les 
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termes qui ont apres les precedents ie moindre degre repondront a une 
autre parallele, dont TordonDee a Torigine surpassera celle de G\ de 

— ) ... Sur chacune de ces lignes il y aura au moins^i points separes 

les uns des autres par des distances constantes ayant pour projection 
sur oa la longueur/?,. Si Ton considere les points de N(a:,7) qui sont 
en dehors des paralleles r, a\ et r2a\ prolongees, il pourra y avoir sur 
chacune des paralleles a G\ plus de k^ points. 

Si/7| est egal a Tunite, les paralleles au cote G' rencontrent toutes 
les lignes verticales en des points du reseau sans jamais passer entre 
deux d'entre eux. Les ordonnees a Torigine de ces paralleles varient 
chaque fois d'une unite et les termes du moindre degre de N [x, y) cor- 
respondent alors k des points situes sur le cote G'^ du polygene derive. 

II faut encore ajouter que, s*il s'agit des c6tes extremes Go ou G^, on 
ne pourra plus aflirmer sur ces paralleles que Texistence de ^— i 
points. Prenant, par exemple, G^, on remarquera que la portion a^X 
qui manque pournotre raisonnementest moindre que la Ar'^'^'' partie de 
Go, puisque le cote tout entier a pour projection koqo sur o^ et que la 
partie qui manque a pour projection Tunite. Pour le cote Gl, la por- 
tion a] Y qui manque a pour projection I'unite sur ooLf le cote tout entier 
ayant pour projection kj^p^^ 

Remarquons encore que, si Ton designe par U I'inversedu coefficient 
de dx dans Tintegrale (3), c'est-a-dire 

U sera pour une racine y de Tordre ^ un infiniment petit du degre 

I — -• Si p = I , U aura une valeur finie differente de zero : cela resulte 
immedialement de ce qui precede. 



II. 

6. Supposons qu'une des equations Lo = o, L, = o, ..., Lyi = o, 
que j*appelle L = o, ait une racine multiple d'ordre n', et soit ^ 

ytiM. d€ ric, NormaU. 9« Serie. Tome V. ^ Novbmmk 1876. 52 
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le degre des valeurs de j correspondantes. Posons 

X = x'p, d'oii dx = px'P"^ dx'y 

rintegrale (3) deviendra 

^*^x'Pyy)x>^'dx' 

F;(i'^r) 

Posons 

^- -- VX''i 

et soil 

a et j3 designant ies exposants de 7 et de n? dans le premier lerme du 
groupe G. On en conclut 

-,- — -r- ^^ = x"^-^>P i — - — 

r/v dy dv 

et, par suite, 

dy dv 

Si dans la fonction N (j?, j), on a fait disparaitre tous Ies termes qui 
r6pondenl a des points situes au-dessous du c6te G "et sur ce c6te, tous Ies 
termes qui restent seront, apres la substitution j = f^^r'^, divisibles par 
^^ia-i;^+(P-i)A>+i^ comme cela resulte du nuraero precedent, et Ton aura 

N [x, y) = x'(«-')f+(^OA'+' j]:>(i) [x', v), 

en sorte que I'integrale (3) deviendra 



(5) pf- 



y(.(' [[x\vjdx' 



Mais il est necessaire de demontrer que Ies conditions imposees a la 
fonction N(ir;, j), quand Ies racines de I'equation L = o sont inegales, 
doivent etre encore remplies dans le cas actuel. 

Supposons, en elfel, qu'il reste des termes de N{x,y) au-dessous de 
G" ou sur ce cote. Soit F la premiere rangee de points qu'on rencontre 
en partant de Torigine sur une meme parallele au coteG. Tout consiste 
a prouver que la distance des deux points extremes qui se trouvenl sur 
r doit etre au moins egale au cote G. Pour cela je vais montrer que 
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Tequation A = o du n*^ 3 a une racine multiple d'ordre n' egale a celle 
de I'ecpiation L = o. II en resultera que Ic polynome A doit etre en- 
core identiquement nul. 

Remarquons que le cote r ayant une ordonnee a I'origine au plus 
egale a celle de G", les termes correspondants de N(j7,y), apres la 
substitution J = i^a/^, seront divisibles par une commune puissance de 
x' au plus egale a (a — 07 -+" d'^ — ^)P^ ^^ I'integrale (3) deviendra 






oil h sera au moins egale a I'unite. 

Soiti?, la valeur approcbee def', etposons i' = f'i -i- <*. 11 faudra, pour 
que I'integrale restefinie, que ledegrede«)b(a:', r<-i-fv)soit superieura 
celui de S^^'{a/^ v^ -+- w). Pour avoir les valeurs do w en x\ on appli- 
quera a la fonction f^^^^x'y v^-k- w) = Y^^^(x\sv) la metbode de M. Pui- 
seux. Admettons que les equations L'' = o relatives au nouveau poly- 
gone qu'on aura a construire n'aient pas de racines multiples. On verra 
alors, en repetant le raisonnement du n^ 3, qu'il faut egaler a zero les 
coefficients des termes repondant a des points situes au-dessous du 
nouveau polygene derive et sur ses cotes. Or, parmi les conditions qui 
en resultent, examinons en particulier celles qui proviennent des 
termes independants de jj'dans la fonction x(.t', s^) el, par suite, des 
termes repondant a r pour la fonction N(ar, j). On a vu, n** 3, que la 
substitution y = vaf'' dans ces termes donne 

les termes de x(.x', v) independants de x' sont done 

En rempla<;ant v par (^, -h w, le terme constant et les coefficients de 
Wy fv^, . . , M^"'"' doivent etre nuls. On pourra faire abstraction du 
premier facteur et considerer seulement la fonction (p((^', n- w), ce qui, 
d'apres le developpement de Taylor, donnera les conditions 

52. 
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Cela revient ^videmment a dire que, pour la racine d'ordre n' de 
L = o, la fonction A el ses n' — i premieres deriv^es doivent s*an- 
nuler, ce qui demontre notre proposition. 

• 7. Pour avoir le nombre des conditions relatives au point critique a, 
il faudra done ecrire d'abord un nombre de conditions que j*appelle 
maintenant [A] et qui sera donne par la formiile (4). Puis il faudra 
ajouter a celles-ci les conditions qui expriment que Tintegrale (5) reste 
finie, quand, ayant remplace s^ pari', -+- fv, on considere les valours in- 
finiment petites de w qui satisfont a Tequation F^*^ (a?', w) = o. 

Pour cela on posera w = v'x*^. Le de^re fx = ^ de chaque racine in- 

finiment petite sv sera donne par la construction d'un polygene ana- 
logue au premier, et les valeursapprocheesdet^'^satisferontk des equa- 
tions telles que 1^*^ = o, dont on pent supposer d*abord toutes les 
racines inegales. 
Puisque 

on aura 






Soit aussi 



I'integrale deviendra 



5^^'^^', v^-\-w)=z N^o [x\ W]y 






Le nombre des conditions nouvelles que j'appelle [A J^*^ s*exprimera 
par la formule (4)» ou Ton devra remplacer n par n\ et les quantites 
a, j3, k, /, par les nouvelles valours a', j3', *', /'. 

8. II est bon de faire voir comment est composee la fonction 
X^*^(a7', v'), afin de s'assurer que les nouvelles conditions ne rentrent 
pas les unes dans les autrcs, ni dans les precedentes, ce qui arriverait 
si quelques-uns des termes qu'on veut faire disparaitre avaient d'eux- 
memes des coefficients nuls. 

D'apres ce qui a ete dit plus haut, il reste dans la fonction N(a?, j^), 
apres qu'on Ta assujettie aux conditions [A], k — i termes au moins 
qui, apres la substitution/ = vx"^, sent divisibles par a?'<«-o^^Bp^/^*, et 
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qui doDDeront dans :f^^*^{x'^ i^) des termes independants de x'. Les ex- 
posants de v dans ces termes sont egaux ^ ceux de y dans. les termes 
correspondants de N(a7,j) et varient chaque fois de p unites; mais 
comme/7 pent etre Tunit^, nous dirons simplement que les exposants 
sont au moins^gaux respectivementko, i, !i,...,A — i. En remplacant 
V par ^1 + ^ et d^veloppant par la formule du bindme, on trouvera cer- 
tainementdes termes en(v*, fv*,..., «p^~*. Leurs coefficients seront des 
combinaisonslineairesde ceux des termes correspondants de lafonction 
N{x,y)j lesquels sont restes completement arbitraires. Le nombre n' 
etant au plus egal k Ar, Textremite du polygone derive aboutira sur le 
nouvel axe oa au plus a la A — i^^"^ division. 

II y aura done assez de constantes arbitraires pour satisfaire aux con- 
ditions. D'apres ce qui a ete dit plus haut, celles-ci reviennent k ex- 
primer que la function x^*^(a7', {^) et un certain nombre de ses derivees 
partielles, relatives a ^, s'annulent pour x = o, s^= i^t. 

Revenant a la fonction N {x,y) et prenant les points qui sont situ^s 
sur la parallele suivante au cote G, on en trouvera au moins k — i qui, 
apres la substitution/ ^^o;"^, donneront des termes contenant la pre- 
miere puissance de x^ en facteur. En posant v = Vt + fv et developpant 
les puissances desbindmes, on trouvera done des termes enx\x'iv,..., 
xfv{^-\ dont les coefficients contiendront lineairement au moins k — i 
constantes arbitraires nouvelles. Le nombre des termes qui doivent 
disparaitre ne pouvant que diminuer quand on passe d'une ligne hori- 
zontale du nouveau r^seau a une ligne superieure, comme le montre la 
forme convexe vers Torigine du nouveau polygone, il y aura assez de 
constantes pour les conditions relatives a la deuxifeme ligne horizontale 
du nouveau polygone. Elles consisleront a ecrire que la fonction 

-^ — ^ \ ' ^^ et un certain nombre deses derivees partielles par rapport 

k V s'annulent pour a?'=^ o, (^ = t^,. On continuera le meme raisonne- 
ment pour les autres lignes. 

9. II est important d'observer que les conditions trouvees convien- 
dront k toutes les racines de I'equation (^=X, dfes qu'on les aura 
^crites pour Tune d*elles, ou mieux ces conditions ne dependent que 
de X. Par exemple, dans la fonction X^*^(o,^), les exposants de v va- 
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rient chaque fois dep unites. On pourra done ^crire 

oil 9 {if) ne depend que de f^=X. On a aegalera zero les coefficients des 
puissances successives de iv, apres avoir pose (^ = <;, + (v. Comma on 
peut faire abstraction du facteur (i^, 4- (v/*, on trouvera 

?(^.) = o, -^l;;-^ ■" o, -J)t-^-o, .... 

Posons 

On aura finaiement a exprimer que la fonction ^(X) et ud certain 
nombre de ses derivees s'annulent pour X = i','*. 

On r^p^tera le mSme raisonnement pour les conditions qui se rap- 
portent aux termes contenanl x\ 

10. Si Tequation L = o a plusieurs racines multiples d'ordres n\ 
n\, n\, ou bien si plusieurs equations L = o admettent des racines 
multiples, il faudraconstruire autant de nouveaux polygones et repeter 
pour chacun d'eux ce qui a ete dit plus haut. 

Les conditions relatives aux termes independants de x' dans la fonc- 
tion X^*^(a7',(^), c'est-a-dire a ceux qui repondent aux premieres lignes 
horizontales des nouveaux polygones, porteronttoutessurles termes de 
la fonction 0i;,^*^(o,(;). Leur nombre sera au plus /i' — i pour le premier 
polygone nouveau, n\ — i pour le second, n^— i pour le troisifeme, etc. 
Pour un meme cote G de Tancien polygone, la somme des degres de 
multiplicite n\ ri^, n\,... est au plus egale a ^. II y aura done en tout 
i — I conditions au plus, et, par suite, un nombre suffisant de con- 
stantes arbitraires pour les exprimer toutes. De meme, les conditions 
relatives aux termes qui contiennent la premiere puissance dea?', c*est- 
a-dire a ceux qui repondent aux deuxifemes lignes horizontales des 
nouveaux polygones, seronten nombre au plus egal a celui des condi- 
tions precedentes, et, par suite, au plus egal a A — i, et ainsi de suite 
pour les autres lignes. 

On voit, d'apres cela, que, si dans Tancien polygone on prolonge les 
droitesTfa^, r^a^, elles comprendront entre elles des points repondant 
a des termes de N(a;,y), dont les coefficients sont arbitraires et en 



Dl^TERMINATION DU NOMBRE DES INTEGRALES ABELIENNES, ETC. ^\5 

nombre suffisaot pour exprimer toutes les conditions de la deuxieme 
approximatioQ, relatives au cote G|. 

Le nombre des conditions sera ainsi [A] -f- l[Ay*K On aura, pour 
trouver 1 [A]^•^ a appliquer la formule (4) autanl de fois que Ton Irou- 
vera de racines multiples dans les equations L = o. 

11. Admettons maintenant que Tune des equations L^'^=odela 
deuxieme approximation ait une racine multiple d*ordre n'\ 
Posons 

on aura, comme precedemment, 

Si Ton admet, pour un moment, que les conditions [AJ -f- 2[A]^*\ 
trouvees plus haut, sont encore necessaires, on aura 

et rintegrale 

' 'S(')[x\w)dx' 

deviendra 



/ 






^) 



et il faudra ajouter aux conditions precedentes celles qui expriment 
que cetle dernifere integrale est finie pour d7"= o. 
Pour cela, on posera 



w 



v\ 6tant la valeur approchee de s/, 
Soient 

^(») [x'\ (/', H- «/) =z FC) [x\ w' ) 

et 



rintegrale deviendra 

W^[x\w']dx " 



/ 
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On sera ainsi ramene aux cas precedents. En posant iv'= sfx"^^ le 

nombre des racines infiniment petitesf^ et leurs degres fi = ^ en ocf' 

seront donnes par la methode de M. Puiseux. Les valeurs approchees 
s\ de /satisferont a des equations L<')= o, qu'on pent d*abord suppo- 
ser n'avoir aucune racine multiple. En appliquant la formule (4) au 
nouveau polygene, on trouvera un nombre de conditions que j*appeUe 
[A]^*\ etqu'il faudra ajouter aux precedentes. 
Pour montrer que celles-ci sent necessaires, revenons a Tintegrale 



/ 






Les valeurs infiniment petites A^ w=9 ~- v^ sont distinctes aprfes 
deux approximations successives seulement. Il faut done (n^ 6 et 7) 
que tons les termes repondant a des points situes au-dessous du poly- 
gone derive abaisse d'une unite etsur ses cotes dans les conditions [A]^*^ 
et [A]^^^ aient des coefficients nuls. Or il resulte du n® 6 que cela en- 
traine les conditions [A]. 

Les conditions [A]^*^ consisteront a ecrire que la fonction x^^^(a?'', v') 
et un certain nombre de ses derivees prises par rapport a v^ s'annu- 
lent pour j/' = o, ^ '=:^^\ puis, que la fonction zC^\x'\ s/) et un certain 
nombre de ses derivees prises par rapport a v' s'annulent pour les 
memos valeurs des variables, et ainsi de suite. 

Ce qui a ete dit dans la deuxieme approximation s'appliquant ici 
sans changement, il y aura assez de conslantes pour verifier les con- 
.ditions nouvelles, et celles-ci ne dependront que de iJ^\ 

Si Tequation L^*^= o a plusieurs racines multiples, ou bien si plu- 
sieurs equations L^*^= o ont des racines multiples, il faudra former 
autant de polygenes relatifs a la troisifeme approximation et appliquer 
autant de fois la formule (4)- 

Le nombre des conditions sera ainsi 

[A]-+-2[A]0)+2[Ap). 

12. D'une maniere generale, supposons que Ton trouve des racines 
multiples jusque dans les equations L^''"'*^= o. Tune d'elles ayant une 
racine d'ordre de multiplicite n^''K 



D^TERMINATTON DU NOMBRE DES INT^GRilLES AB^LIEKNES, ETC. 4^7 

On posera, en adoptant une loi de notation ^vidente, 

Si Ton admet que les conditions [A] -h2[A]^'^H-. ..-f-2[A]^'^"*^ n6- 
cessaires quand les Equations U''''^^= o ont leurs racines distinctes, le 
sont encore quand plusieurs de ces racines sont egales, on pourra 



ecrire 



et l'int^((rale se reduira a 



/ 



^l\L) (*^'^ *'^^'') 



^^"^^ etant une des valeurs approchees de v^''^*\ on posera 
Les yaleurs infinimentpetites de w^''"*^ seront fournies par T^quation 



En d^slgnant x^^J(a7f^\<-*^ +- i^''''^) par W'^{x^'K iv^^-*^), I'integrale 
deviendra enfin 



f 



et, en appliquant la fonnule (4) au polygone correspondant, on trou- 
vera un nombre [A]^'"^ de conditions qu'il faudra ajouter aux prece- 
dentes. 

En repetant de proche en proche le raisonnement qui a etc fait plus 
haut, on se convaincra immediatement que les conditions 

[A]-f-2;[A](»)-f-...u-V|-A-|(r-.) 

sont necessaires. 
Ajoutons enfin qu*il y aura a former autant de polygones de cette 

Jnn. de VEe. Normale. a* S^rie. Tome V. — DicimaB 1876. 53 
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derniere serie, qu*on trouvera de racines multiples dans les Equa- 
tions L^'""'^ = o. 
Le nombre total des conditions relatives au point critique a sera done 

A. = [A] -*- 2[A]0)4- . . . -h2[A]C). 



III. 

' 13. Supposons que Ton elimine/entre les deux 6quationsF(a:,j) = o, 
Ki^^y) ~ ^* ^® ^^^ V^^ Tequation finale en a? sera dudegre m(/7i — i), 
Cest ce qui a lieu, comme on sait, quand T^quation F(a7,^) = o est 
la plus geoerale de son degre. 

Supposons qu*on altere les coeflicients de Tequation generate, de 
maniere a obtenir Tequation particuliere donnee. Observons que les 
valeurs de x, qui sont racines de Tequation finale, ne peuvent cor- 
respondre qu'k des points de la courbe oil la tangente est parallele 
a Taxe des j ou bien a des points multiples. Or, a cause de la substi- 
tution du premier degre, qui a ele faite au commencement, on pent 
supposer que la courbe n'a pas de directions asymptotiques paral- 
leles a Taxe des y, et que les points a Tinfini sont des points simples. 
Le degre m(m — i) de I'equation finale ne sera done pas abaisse. 

Les abscisses des points critiques a, ai, a^,... sont les racines de 
cette equation. Nous allons voir comment on peut determiner, pour 
chaque racine, Ic degre de multiplicite. 

14. Transportons Torigine des coordonnees au point critique a. De- 
signons par j, , y2f-» Jm les valeurs de y tirees de liquation 
Y{x^ y) == o. Le resultat de Telimination pourra s'ecrire 

Si la courbe proposee n*a pas d'autres points critiques que I'origine 
sur le nouvel nxe desj, il est clair que les seules racines infiniment 
petitesy,, Jo,. . ., 7„ rendront infiniment petits les facteurs correspon- 
dants du produit precedent. Appelons A^ la somme des degres de ces 
facteurs qui est toujours, comme nous verrons, un nombre entier, 
L^^quation finale admettra la racine a? =r o au degrd A^ de multiplicite. 
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S'il y a sur Taxe des y un autre point critique a^ , dont Tordonnee est 
actuellement 6, — 6, les racines/infiniment peu differentes de 6, — 6 
rendroDt aussi infinimeDt petits les facteurs qui leur correspondent. 
En designant par A^^ la somme des degres relatifs a ces racines, Tequa- 
tion finale aura une racine a? = o du degre A^ + A^^. 

Dans tous les cas, si Ton evalue la somme des valeurs de A pour tous 
les points critiques, la somme de ces valeurs sera egale au degre de 
Tequation finale, c'est-a-dire a m(m — i). 

15. Pour determiner Atf, reprenons le polygene ^lementaire du n^2, 
etsupposons d'abord que les equations L = o n'aient pas de racines 
multiples. 

Au groupe G|, par exemple, correspondent a, — ol^ valeurs de y de 

Tordre ^' ~" ^' • Une de ces racines, substituee dans laderiveeF' (a?,^), 

CLi — CLi 

donnera le degre d'un terme de G'^, c'est-k-dire 

«! — Gf-1 

et comme il y a a, — oca de ces racines, on aura pour ce groupe 

( (3i — Pi ) («i — I ) -»- p. (a. — at) = a. p. — «. p. -+- p, — %. 

En repetant le meme raisonnement pour tous les groupes, on trou- 

vera 

G. =/ip, -p„ 

G, =«, p, -a,p, -f-p, ~P„ 
G, =a,p3 —a. p. -f-P. -Ps, 



G*-, = oLk-x Pa — cf-k Pa- I -^ Pa-i — Pa, 
Ga =aA/ -hPa -/, 



et en faisant la somme 

A. = up, 4- (a, p, — aj p.) 4- (a,p, — «j Pt) -f- . . . -i-(aA-. Pa — aA pA-i ) -\ cLkl — I, 

qu'on pent ^crire ainsi 



i = A 



(6) A.= ^ {«,p,^. - di^, p.) -/ 



1 = 

53. 
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Rapprochant ce resultat de la formule (4)> nous en coDclurons 

2 A« = A« — n -f- \ ki. 



1 = 



Les n racines relatives au point critique a se partagent en k^ systbmes 
circulaires de po racines pour le groupe G©, en *, systemes de/?, ra- 
cines pour le groupe G,, etc. Achaque systeme circulaire dep racines 
correspondent p lacets binaires que Ton peut reduire a/> — i d'entre 
eux ('). En supprimant ainsi Tun des lacets binaires de chaque systfeme 
circulaire et designant par N^ le nonibre des lacets relatifs au point cri- 
tique a, on aura 

N. = y ki [pi — i)=zH — S ki, 
et la relation precedente devient 

(7) 2A«-|-N.=:A«. 

16. L*evaluation de A^ qui vient d*etre faite suppose que les Equa- 
tions L = o n'ont pas de racines multiples. On a vu, en eifet, que par la 

substitution 7= f^o?'^ la fonction fy{oo^y) devenait ir'f*-*^^^P^^i*^(a7',^). 

La somme des degres (a — i) - -h ]3 relatifs kxel effectuee pour toutes 

les racines infiniment petites donne le nombre fourni par la formule (6) 
et que nous appellerons maintenant [A]. Mais il faut ajouter a [A] la 

somme des degres que donnent dans le second facteur ^l*^' (x', f^), les 
valours de s^ repondant a des racines multiples des equations L = o. 
Si Vt est la valeur approchee de 9, la derivee precedente deviendra 

apres la substitution v = v^-\-w, Fj^^' (a?', w) , les valours de w satisfai- 
sant a Tequalion F^'^ {x\ w) = o. On est alorsramene au cas precedent. 

En faisant MP' = /j?''' ,on pourra d'abord supposer que les equations 
U*> = o qui donnent les valours approchees de v'^' n'ont pas de racines 
multiples. Dans ce cas il suffira d'ajouter a [A] des nombres analogues 



(') BaiOT et Bouquet, Theorie des foncUons eliiptiques, p. 55. 
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donnas par la formule (6), mais relatifs aux polygenes de la deuxieme 
approximation. Soil [^Y*^ un de ces nombres; on aura pour le dcgr6 

total 

IA]-».2[A]('). 

Observons que, revaluation des [AJ^*^ s'effeetuant avec la variable 

a/ = xP f le resultat devrait etre divise par/? pour revenir k la variable 
independante x. Mais a cliaque valeur de X repondent/? valours de j^; 
on devra done conserver le resultat obtenu comme representant un 
deffri relatif a J?. 

Si les equations L^*^ = o ont des racines multiples, on fera les substi- 
tutions 

On a vu que 

Lasomme des degres repondantau premier facteur a ete faite dans les 
quantites [A]^'^ Mais il faut y ajouter maintenant les degres relatifs au 
second facteur. On les evaluera comme precedemment et Ton sera con- 
duit k ajouter aux quantites precedentes des nombres [A]^^^ fournis par 
la formule (6), mais relatifs a tous les polygenes de la troisieme approxi- 
mation. 

Les nombres [A]^^\ bien qu'evalues avec la variable x" ^ x^ ^ 
doivent etre consideres comme donnant un degre relatif a x\ car k 
chaque valeur infiniment petite w' — v^ — v\ correspondent/?/?' valours 
dej^. 

II est clair que, si Ton trouve des racines multiples jusque dans les 
equations L^'^'*^ = o inclusivement, la somme des degres relatifs a toutes 
les racines/ infiniment petites ou A^ sera exprimee par la formule sui- 
vante i 

X = [ A] -h 2 [A](0 -i- 1 [A]^') 4- ... -4- 1 [A](^), 

17. On pent conclure de ce qui precede que la formule (7) est ge- 
n6rale. 
D*aprqs les definitions des quantites [A]^'^ et [A]^'^ on a. 
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n^^ etaDtlenombrederacines infinimentpetites repondant au polygone 
considereet Ik^'^ se rapportant a tous les nombres A que Ton rencoDtre 
dans la construction de ce polygone. En faisant la somme de toutesles 
^galites analogues, on trouvera 

oil In^'^ et 2k^^ s*etendent maintenantaux nombres que Ton rencontre 
dans tous les polygenes de la (i-hi/*'"* approximation. Nous aliens 
voir que la quantite qui suit A^ dans le second membre de Tegalite pre- 
c^dente representee quand on change son signe, le nombreNa des lacets 
repondant a chaque systeme circulaire quand on a supprime Tun d*eux, 
comme il a ete dit plus haut. 

Admettons d'abord que Tune des equations L = o seulement ait des 
racines multiples. L'equation L, = o, par exemple, aura une racine 
d'ordre n\ Le partage des racines en systemes circulaires se fera comme 
precedemment, a Texception des racines qui repondent k la valour 
multiple. Ayant pose (> = i^, + iv les valeurs infiniment petites de vt^ se 
partageront en k'^^ groupes dep^ — i quantites, k\ groupes de p\ — i 
quantites, etc. On sait alors que les valeurs de y correspoudantes se 
partagenten k'^ groupes dep^p^ quantites, en k\ gronpesde p,p\ quan- 
tites, etc. 

En supprimant un des lacets dans chaque systeme circulaire, on 
trouvera done 

Na = A-.(/?* — i) -f- i/r, — /*')(/>, — i) 4- *-,(/;,— I )^-... 

-hhipk— i) -f- 2/r' (/;,/>' — i) 

et, comme Ikp = n ei Ik'p' = /i', on aura 

II est clair que, si Tequation L, = o a plusieurs racines multiples ou 
si plusieurs equations L = o ont des racines multiples, on aura 

K = n + ln''-lk-lk\ 

Oil In' est la somme des multiplicites des racines dans toutes les equa- 
tions L = o et oil Ik' s'etend a toutes les quantites k qu*on rencontre 
dans les polygenes de la deuxieme approximation. 
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SupposoDs, d'une maniere generate, qu'ayant trouve des racines mul- 
tiples jusque dans les equations L^'""'^ = o, on ail verifie que le nombre 
N« des lacets binaires reduits comme on I'a vu est donne par Tex- 
pression suivante : 

Ik [p - i) -h Ik' (pp' '-i)-\-,..'^ lAc-) [pp' . . .pi'"^^ - I] 
= n -f- 2 n'-¥- ... 4- I/iC--') - :i A- - 2^- - . . . — Ik^'-n, 

Je dis que la meme loi s'etendra au cas oil une des equations V"*^ = o 
aurait des racines multiples. Admettons que Tune d'elles admette une 
racine d'ordre n^'^. Les valeurs de y correspondantes se partageront en 
systfemes circulaires depp' . . .p^^'^^p^''^ quantites. On devra done retran- 
cher de I'expression precedente n^^^ [pp' • • .p'^'^^p^^'^ — i) unites, puis y 
ajouter les lacets nouveaux au nombre de 

lh('^[pp'..,p(^'^p('^-i]. 
Cette dernifere expression peut s'ecrire 

et, comme l¥^^p^^^ est egale a ny\ il faudra en definitive modifier la for- 
mule pr^c^dente en lui ajoutant nP"^ — l¥^\ ce qui demontre la g^nera- 
lit6 de Texpression trouvee. Ainsi Ton a, dans tons les cas, 

a 

7. A, -f- N« :^ A«. 

18; Le nombre des integrates de premiere espece se d^duit aisement 
de ce qui precede. 

Soil A la somme des nombres A^, A,,,. . . relatifs a tous les points 
critiques et N la somme N„ -+- N^, -f- . . . . On sait que la somme des 
nombres A«, A^, (n** 14) est egale a m(/n -- i). On aura done 

aA 4- N r^ m (m — i). 

La fonction N(^, j),etantdu degrem - 3, contient{(m— i)(m — 2) 
parametres arbitraires. Quand on Taura assujettie aux A conditions 
trouvees plus haul, elle renfermera done encore un nombre de para- 
metres variables egal a 

N 
/? = 7 ( /n — - I ) ( /n — 2 1 — A :^ — ( m — i ) . 

Cest le nombre des integrates de premiere espece* 



4^4 ELLIOT. 

Quant au nombre P des p^riodes de l*int^grale, MM. Briot et Bou- 
quet ont demontre (') qu'il est egal k 

p — N-2(m-i), 

ce qui donne la relation 

P = op. 

19. Comme application, supposons que la courbe F(a:,^)=o ait 
un point singulier tel, qu*en y transportant Torigine, les termes du 
degr^ le moins 6lev^ soient 

Appelons k le plus grand commun diviseur de a et |3. La formula 
g^n^rale (4) donnera 

Si Torigine est un point de rebroussement de premiere espfece, en 
prenant la tangenle comme axe des x^ les termes du degr^ le moins 
61ev6 seront y^ — ax^ et Ton aura A^ = i . 

Considerons encore le cas oii |3 = i. L*origine est un point simple; 
mais Taxe des^, qui est la tangenle, a, avcc la course, un contact 
d'ordre plus eleve. La formule precedente donne A„ = o. Ces points 
n'exigent aucune condition. 

20. Admettons que Torigine soil un point de rebroussement de 
deuxieme espece, c'est-a-dire que la tangente y rencontre la courbe en 
quatre points confondus. Prenant M^omme axe des x la tangente de 
rebroussement, le terme en x^ devra manquer, et Tequation s'ecrira 

F (x, j) =^* -f- ax^x -f- hxy"^ -f- cy^ -4- dx^ -h ex*y -f- . . . = o. 

II est facile de voir que le polygene elementaire se reduit ici a 
une ligne droitc repondant aux termes 

y* -!- ax'^y -^ dx*; 



(') T/ienrie drs fonrtions cUiptiqiieSy p. i8i. 
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on aura done a = 2, |3 = 4> k = 2, el Ton en conclura 

si Tequation ^^ 4- av' -h rf = o a ses racines inegales. 
21. Considerons la courbe 

et ^tudions le point triple qui est a Torigine. On voit aisement que 
les termes du moindre degre sont 

Ayant pose y = s^x^, on aura /x = 2 et f^, satisfera k Tequation 
Le polygone ^lementaire se reduira a une Hgne droite, et Ton aura 

[A]=:i(3x6-3-6-h3) = 6. 

L'^quation L = o ayant une racine double, il faudra (n^ 6) poser 
y z= vx^; apres avoir supprime le facteur a?*, il restera 

^(0 [x, (/) = v» -+- 3i'' — 4 — (/' [x — v^x*Y. 

Posons v= — 2 -h w, on aura 

FO) {x, w) = iv^(w — 3) — {w—2Y[x—{w — 2)^X»]» = o. 

On s*assure aisement que le nouvcau polygone elementaire se reduit a 
une Hgne droite et que les termes du degre le moins eleve sont 

On en conclut [A]^*^ = 1, el, par suite, 

A«=r[A]-f-[A](')^7. 



jitm, de I* Ac, yormale. Q«Serie. Tome V. — DAcbmbib 1876. 54 
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SECONDE PARTIE. 



22. On peut tirer de la iheorie generale deux corollaires qui nous 
seront utiles pour la suite. 

i^ Nous avons vu au n^ 5 que, si les equations L = o n'ont pasde 
racines multiples, la fonction 

etait un infiniment petit d'ordre i j pour une racine^ apparte- 

nant a un systeme circulaire de p quantit^s. Cette propriete est 
generate. 

Par la substitution x = o?'^, y = vx'^, U devient 



JC" 






et, en posanl p = {^^ ■+- «% 

iv etant une fonction de x' de Tordre %> si Ton admet d'abord que 
les equations L^^^ = o n'aient pas de racines multiples, le second fac- 
tcursera ena^'deTordre ^ — rr*^ U sera done de I'ordre p ; et par 

rapport a a? de I'ordre i 7- 

Si les equations L^^^ == o ont des racines multiples, on posera 

X' - X"P\ wz=v' x'^f'y 

el U deviendra 

x^i'f'-p' — ^ — — -!-- ou x'^ff^-^ — — ^ — - — - • 



DETERMINATION DU NOMBRE DES INTEGRALES ABELIENNES, ETC. 4^7 

£u posant maintenant f^' = i/^ + v/f on aura 



.(0/ 






m/ etant une fonction de xf de Tordre ^9 si I'on admet que les equa- 
tions U'^ = o n'aient pas de racines multiples, le second facteur sera 
de Tordre i ^ en a?", et U de Vordve pp' ^1 c'est-5i-dire par rap- 
port a J? de Tordre 1 ,— ,• 

II est evident que cette loi est gen^rale. 

23. a® Supposons que Ton elimine^entre les deux equations 

la fonction N (o?,^), qui est ici d'un degre quelconque, egal ou supe- 
rieur a m — 3, ayant ete assujeltie aux A conditions trouvees plus 
haut. Les abscisses des points critiques a, ai,... seront des racines 
de Tequation finale. Je dis que la somme des multiplicites de ces ra- 
cines est 2 A. 
Le resultat de Telimination pent s*ecrire 

Admettons, comme precedemment, que Torigine ait &t6 transportee en 
un point critique a, et cherchons la somme des degres que donnent 
les n racines infiniment petites repondant ^ ce point. Rappelons que, si 
Ton fait a? = x'^, y = vocf^, on aura 

II est clair que, si les equations L = o n'ont pas de racines multiples, 
une racine infiniment petite^ donnera dans N(a7,^) un degre inferieur 

de 1 a celui de la substitution dans F^(a?,^), x etant la variable 

independante. La somme des degres que donnent dans cette derivee 

les n = Ikp racines infiniment petites etant A«(n'^ 15), la somme des 

54. 
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degres pour la foDCtion N (^, y) sera 

Si les equations L = o ont des racines multiples, il faudra ajouter 
au degre precedent, que nous designons par 2 [A], d'autres nombres 
qu'on obtiendra en cherchant les degres des fonclions telles que 
X^*^ {x\ f') pour les racines f^ == t^, 4- wp', dont les valeurs approchees 
sont multiples. Ayant pose x<*^ (a/, f^^ -+- w) = N^*^ {x\ i^), on trouvera, 
comme plus haul, qu*il faut ajouter 

[A](0 - nc> -h 2A-C0 = 2[A]C0. 

S*il y a plusieurs racines multiples dans les Equations U*^ = o, on 
aura de meme pour le degre 

2[A] -f- 22[A]^»> ou bien aA.. 

On voit suffisamment que ce resultat est general. En etendant ce rai- 
sonnement a tons les points critiques, on trouvera 2 A pour la somme 
des multiplicites. 

En s'appuyant sur ces deux propositions, on pent etendre au cas 
general les theoremes donnes par Clebsch dans le cas particulier des 
points doubles, relativcment aux courbes pour lesquelles A a les 

valeurs 

y(m— -i)(m — 2) ou bien Y/n(m — 3). 

Cas ou A est egal a { [m — i) (m — 2). 

24. II n'y a pas alors d'integrales de premiere espece; mais toutes 
les integrales oil le coefficient diflerentiel est une fonction rationnelle 
des deux variables x ei y liees par Tequation F [x,y) = o se ramenent 
aux fonctions algebriques et logarithmiques. Je dis, en effet, que la 
courbe Y[xy y) = o est unicursale. 

Prenons une courbe d'ordre m — i completement arbitraire, et assu- 
jettissons-la aux A conditions precedentes. Le nombre des parametres 
qui entrent dans Tequation de la courbe etant ^(m — i) (m -f- 2), il 
rcstera encore 



~(m — 1) (m + 2) — ^[m — i) (/n — 2) = 2m 



DETERMINATION DU NOMBRE DES INTEGRALES ABELIENNES, ETC. 4^9 

param^tres variables. Choisissons arbitrairement 2m — 3 points sur la 
courbe F(a:,^) = o, et ecrivons les conditions qui expriment que ces 
points appartiennent a la courbe d'ordre m — i. II restera dans Tequa- 
tion un parametre variable, en sorte que Ton aura un faisceau de 
courbes dont Tequation sera 

en designant par y (^^7) = et y, {x,y) = o deux courbes particu- 
litres satisfaisant aux conditions enoncees. 

Si maintenant on eliminej entre Tequation F (^,^) = o et celle des 
courbes du faisceau, Tequation finale en x sera du degre mfm — i), 
puisqu*on a effectu^ dans la fonction ¥{x,y) une substitution lineaire. 
Les abscisses des points critiques y figureront comme racines avec des 
multiplicit^sdontla somme est2A= (m — i)(m — 2). Les abscisses des 
2/n — 3 points choisis sur la courbe propos^e seront aussi des racines, 
ce qui donnera pour la somme des degr^s de tons ces points 

(m— i)(m — 2)-f-2m — 3=3m(m— i) — i. 

Une seule des racines de Tequation finale dependra de X, et il est 
facile de voir qu*elle est une fonction rationnelle de X. II sufiit pour 
s'en convaincre de donner k X une autre valeur, X', et de remarquer 
que les deux equations en x ont un plus grand commun diviseur du 
degrd m{m— i) — I. D*apres la theorie du plus grand commun divi- 
seur* ce facteur, et celui qui reste apres sa suppression, sont ration- 
nels. 

On d^montrera de meme que y s'exprime rationnellement en X. Done 
la courbe proposee est unicursale {*). 

Cos ou A est egal a ^m [m — 3). 

25. Le nombre des integrales de premiere esp^ce se reduit alors a 
Tunit^. Cette integrale sera 

^=X. U' ou U^i^^- 
(') Le fond de ce raisonnemeiit appartient k Clebsch (Journal de Crelle, t. LXIV, p. 44). 
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U est une fonction algebrique de Xt et, en coDsid^raDt x comme 
donne, les valeurs de U seroDtdislinctes» excepte pour les points criti- 
ques a» a, » . . . . On n*a pas a s'occuper des valeurs infinies des variables x 
ety^ ^ cause de la substitution lineaire supposee effectu^e dans la fonc- 
tion ¥{x,y). Considerant I'un des points critiques et une racine cor- 
respondante^, appartenant a un systfeme circulaire dep quantit^s, on 
sail que U sera, pour Tabscisse du point critique, un infiniment petit 

de Tordre i [n? 22). Sip = i, U conserve une valeur finie et est 

evidemment une fonction monodrome de x pour la valeur dey consi- 
deree. 

Je dis maintenant que U ne pent devenir infini pour aucune valeur 
finie de x; car, en ^liminant^entre les deux equations F{x,y) = o, 
ti[x^y) = o, les abscisses des points critiques seront racines de T^- 
quation finale avec des multiplicites dont la somme est :iA, ou Men 
m(m — 3), c'est-a-dire qu'il n'y aura pas d*autres racines; et, comme U 
ne devient pas infini pour les points critiques, il restera fini pour toutes 
les valeurs finies de x. 

De la, en appliquant deux theorfemes donnes par MM. Briot et Bou- 
quet ('), on conclura que x est une fonction monodrome et double- 
ment periodique de z. D'apres un theorfeme connu de M. Liouville, 
a? s'exprimera rationnellement k Taide d' une fonction elliptique X(z) 
et de sa ddrivee. 

Prenons maintenant y comme variable independante. On a identi- 
quement 

F'jc(x,x)dX'h¥y[x,)r)dx=:o; 

d'ou 



i/x dy 



et, par suite, 



F;(^>r)"" n(^,r) 



^N(j:,r) dy 



En repetant le raisonnetnent precedent pour la fonction 

y_ Fx(x,r ) 



(') Theorie des fonctions tfiiiptiques, p. 38 1 et 387. 
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on verra que^ est une fonttion rationnelle d'une certaine fonction ellip- 
tique X| (z) et de sa derivee. 

AppeloDs oi et a>'un systeme de periodesde la fontion X(z), oj, et o)'^ 
un systfeme de p^riodes de la fonction X| (z). Les systemes de parall^ 
logrammes correspondants auront un r^seau de points communs; sans 
cela a des valeurs de z de la forme z + moa + m'a>' repondraient une 
seule valeur de x et une infinite de valeurs de j", ce qui est impossible, 
X ety ^tant lies par une equation algebrique. 

Soit £, i' un systeme de periodes repondanta ce reseau, en sorte que 

e = ao) -t- 6 &)', e = a, 0)1 -f- 6i w', , 
e' = a'« •+■ b'(A\ z'-=^<i^ Wi -f- i', w, . 

Appelons Xa (z) une fonction elliptique dont les periodes soient €, ^. 
On sait que X {z) s'exprime rationnellement par rapport ^ X3 (z + a), 
oil a est une constante convenablement choisie (*); X(z) sera done 
une fonction rationnelle de X3 {z) et de sa d^riv^e. II en sera de meme 
de X'(z). On verra de la meme faQon que X|.(j3) et sa derivee s*expri- 
ment rationnellement en X3(z) etX2(z). On en conclura que la meme 
propriete a lieu pour ^ etj^, en d'autres termes que re et j peuvent 
s'exprimeren fonction d*une variable auxiliaire u = X3(z) par des for- 
mules ne contenant d'autre irrationnelle qu'un radical carre portant sur 
une expression du quatrieme degre en u. 

II en resulte que toute integrate dans laquelle le coefficient differen- 
tiel est une fonction rationnelle de j? et y s*exprimera par des fonc- 
tions algebriques et logarithmiques, et les integrales elliptiques des 
trois especes. 

26. Nous n'avons pas eu a nous occuper, jusqu*^ present, des va- 
leurs infinies des variables, a cause de la substitution lineaire supposee 
faite dans la fonction F {x,y). Cette substitution revient a considerer 
une projection conique ou perspective de la courbe proposee. En vue de 
Tapplication aux cas particuliers, voici la remarque qu*on pent faire. 

Rendons Tequation homogene et posons 



r¥{j,^^^=F{x,r,t). 



(') T fluoric des fonctions elliptiques ^ p. 276. 
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L'^quation F (^»7» /) = o pent etre envisagee de deux maaiferes dis- 
tinctes : i^ elle repr^sente la courbe en coordonn^es homogenes; n^ x^ 
y^ t etant regardees comme coordonnees triliDeaires, requation repre- 
sentera une perspective de la courbe proposce. Les points a Tinfini de 
cette derniere repondront a des points de la perspective situes sur le 
c6te / = o du triangle de reference. On cherchera les points singuliers 
situes sur ce cdte ; et, pour trouver la valeur de A^, on fera j; = i ou 
j^ = i, ce qui reviendra a considerer une nouvelle perspective de la 
courbe : on appliquera alors la formule (4). Nous allons faire Tappli- 
cation a plusieurs exemples. 

27. MM. Briot et Bouquet ont demontre que, parmijes Equations 
difTerentielles de la forme 



(s)"=/c)- 



oii/(u) designe un polynome, il y en a onze seulement qui soDt sus- 
ceptibles d'une integrate monodrome et doublement p^riodique. Ce 
soDt: 
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lO* 






II est facile de verifier que, dans ces ODze cas, la courbe y"" — /(^) 
a des points singuliers tels que A =^k{k'- 3), k etant le degre de la 
courhe. Nous pourrons en conclure que toutes les integrates pour les- 
quelles le coefficient diflerentiel est une fonction rationnelle des coor- 
donnees d'uu point de la courbe s*expriment par les fonctions alge- 
briques et logarithmiques et par les integrates elliptiques des trois 
espbces. 

Les points singuliers sont tons de la nature de celui qui a &te etudie 
au n® 19. Je me borne k quelques cas. 

I® La courbe J'^ = 5^(0? — a) (a? — a,) (a? — a^) est du troisibme 
ordre et n'a pas de points multiples. 

2® La courbe y^ = g[x — a) (a? — a,) (a? — a^) [x ~ «,) n*a pas de 
point singulier k distance finie. Rendons Tequation homogbne 

y^V=ig[x — at) [x — a,/) [x — a^t) (x — a^t). 

Pour / = o, on a a?* = o. Afin d'etudier ce point, je fais y — i . 

t^ ::=g(x — at) [x — a,/) (x — ttit) [x — a^t). 

L'origine actuelle est un point de rebroussement de deuxieme espfece 
qui equivaut (20) a deux conditions. On a done A = 2, ce qui est la 
valeur de \m{m — 3) pour m = 4- 

3*^ La courbe j' =^(a? — a)^(a?— a,)^ presente a distance finie 
deux points de rebroussement de premiere espbce. On voit ais^ment que 
le point k Tinfini est un point simple. 

4*^ La courbe y = g{x — a)'^ {x — a<)^ {x — aa)^ presente trois 
points de rebroussement de premiere espece. Rendons I'equation ho- 
mogbne : 

yU*=:^g{x — at)^(x —ait)^[x — ait)K 
Ann, de l*te, J9ornuUe. a* S^rie. Tome V. — DAcbhbu 1876. 55 
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Pour ^ = o on a a?^ == I . FaisoDS j ^ i , 

On voit aisement que les termes de moioclre degr^ sont 

Ge point exige un nombre de conditions egal a 

{ (3 X 6 - 3 - 6 -I- 3) = 6. 

On aura done 

A = 9, 

ce qui est bien la valeur de im(m — 3) pour /w = 6. 
Je me contenterai d'examiner encore le dernier cas : 

11° y^ =: g[x — aY[x — axY{x — a,)*. 

On aura 

A« =:A(6x3~6-3h-3) = 6, 

Aa, =r • (6 X 5 - 6 - 5 -4- I ) = lo. 
Rendons ['equation homog^ne, et faisons ensuite j^ = i, 

1^=2 g[x — atY[x — a, lY[x — a,/)*. 

Les termes du degre le moins eleve sont 

ce qui donnera pour le nombre de conditions 

3(6X12 — 6 — 12-4-6)=:3o. 

Ainsi 

A == 6 -I- 8 -MO -4- 3o =: 54, 

ce qui est bien la valeur de \m{m — 3) pour m = 12. 

Remarquons a ce propos combien Tetude des integrates qui nous 
occupent est facilitee par I'existence de ces points singuliers. Si una 
courbe possedait en eifet cinquante-quatre points doubles distincts, il 
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serait k peu pres impossible de calculer leurs coordonn^es et le nombre 
de conditions correspondantes. 

28. Consid^rons Tequation differentielle 

(s)'-'KS)'-l--l-4«-=«- 

MM. Briot et Bouquet ODt prouve que I'integrale est monodrome et 
doublement periodique (*). 

CherchoDS les points singuliers de la courbe 

On a 

La premiere de ces Equations admet la solution y = o, et ia seconde 
donne a? = o ou bien Gic* + a?* — i = o. 

La solution y = o, x = o ne convient pas, puisque ia courbe ne 
passe pas par I'origine des coordonnees. Voyons Tautre : y = o avec 
6a7*4-ir^ — i = o. L'equation proposee donne, pour j == o, 
4^7® -+- (a;^ — ij^ =o. On s'assure aisement que les deux equations 
en X n'admettent pas de raciDes communes. 

Reprenons T^quation F^— o, qui est satisfaite pour y= — x^ 
Substituant dans F, on trouve — (a7---i)^, et dans F^, on trouve 
— 2(0?^— i). II y a done deux points multiples a distance finie 
X = ±1^ y =z — ct. On verifie en transportant Torigine en chacun 
de ces points que ce sont des points doubles ordinaires. 

Rendons I'equation homogene : 

Pour / = o, on a a? = o. Faisons j = i , il viendra 

Ce point a ^t^ etudie au n®21; il exige sept conditions. On a done 

A = 7 -+- 2 = 9. 

Cest la valeur de ^m{m — 3) pour m = 6, 

( ' ) Theorie des fonctions eliiptiqucs, p. 4 1 4- 

55. 



436 ELLIOT. 

29. Soit encore Tequation difTerentielle 

dont rintegrale est monodrome et simplement periodique (* ). 
Considerons la courbe 

Y[x^y) =y* —jr^ — ,y(i— 2^'-f- aar*)^ -h — = o. 

Od a 

On voit aisemeot que ies seules valours do a: et y satisfaisant k la fois 
aux trois equations sont 

^ =r o avec / = o 

et 

I — ix^-h 2x^=^0 avec x = i» 

En transportant successivement rorigine en ces quatre points, on s*as- 
sure que ce sont des points doubles ordinaires. 
Rendons I'equation homogene, on aura 

Pour / = o, on a .r = o. Faisonsy = i, on aura 

Les termes du moindre degr^ sont 

Le nombre des conditions correspondantes est done 

i(3x6-6-3-+-3)=6; 

done 

A =4 ■+" 6 = 10. 

C'est la valeur de J (m — i) (m — 2) pour m= 6. 

On en conclut que la courbe representee par T^quation F(a:,y) = o 
est unicursale. 

( * ) Th^orie des fonctions ellipiiques, p. 396. 
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Courbes du troisieme et du quatrieme degre. 

Quand la courbe F(a:, j) = o est du troisifeme ou du quatrieme de- 
gre, OD peut verifier, par une substitution simple, quclques-unes des 
proprietes demoutrees dans la theorie generate. 

30. Si la courbe est du troisieme degre et n'a pas de point double, 
le nombre des integrates de premiere espfece est egal k Tunite. 
Ecrivons Tequation sous la forme 

i'^ ( ^ [ff -+- gr -y- A) (r - P) =- o. 

en mettant en Evidence dans le terme constant une quelconque des ra- 
cines j3. Posons 

(2) x^-[y-^)x^, 

(3) F(:r,r)-(r-P)/(^,r). 

f{x\y) est un trinome du second degre eny. 

(4) /(^',r) = M^'' + N:r + P. 

oil les coefficients M, N, P ont les valeurs suivantes : 

M :rr X'' H- ttX'^ -4- Cx' -f-/, 

N — — 5i(3x'» -h (6 — £1(3) x'^ -h dx' -4- gr, 
P — p»x'» — 6px" -\-ex' -^-h. 

Designons par R la quantite N^ — 4 MP. On s'assure immediatement 
que R est un polyndme du quatrieme degre en x\ L'equation/fa/^y) = o 

donnera alors pour j une fonction rationnelle de of et de \/R. II en sera 
de mSme de x d'apr^s la- formule (2), et, par suite, de dx. 

Toutes les integrates dans lesquelles le coefficient difTerentiel sera 
une fonction rationnelle de a? et y se ram^neront done k d'autres ou le 

coefficient difTerentiel sera une fonction rationnelle de xf et ^R. On 
pourra, par suite, les exprimer par des fonctions alg^briques et loga- 
rithmiques et ies integrates elliptiques des trois especes. 
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Par exemple, on r^duira de cette faQon les integrates ou le coeffi- 
cient difTerentiel est une fonction rationnelle de x et VP> P ^tant un 
polynome du troisieme degre au plus. Si P = (a: — a) (a? — a, ) (a? — a,), 
on choisira naturellement la substitution y = (x — a)y pour reduire 
Tequation y^ = [x — a) (a? — a,) (a? — a^) au deuxieme degr^ en x. 

31. Les integrates elliptiques disparaitraient si le polynome qui est 
soumis au radical se reduisait au second degre. Cela peut se presenter 
de deux manieres : ou bien le polynome R contient un facteur double 
qui sort du radical, ou bien dans ce polyndme, les termes du troisieme 
et du quatrieme degre ont un coefficient nul. Je n'examinerai que le 
premier cas qui est le plus general, et je dis que la courbe aura un 
point double. 

Par la decomposition en carres, I'equation (4) peut s'^crire ainsi 

II est clair que, si R contient le facteur (a?'— x^y^ la courbe/(j/, y) = o 
presentera un point double dont les coordonnees seront 



x' = x'. et :y.= --[^]^_^^,: 



en sorte que pour ces coordonnees les deux derivees partielles/p'(ir, j^) 
et/y{x\y) doivent s'annuler. Or, en en differentiant les formules (3), 
on aura 

F;(^,r)=(r-P)/;(^',r)^p=/;(^%r), 

= (r-P)/;(^',r)-^'/;(^', ri- 
ces formules montrent que les deux derivees partielles de la fonction 
¥{x^y) s'annulent en meme temps que celles de/(a?',j^). La courbe 
F(j?, x) = o admettra done un point double. 
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32. L'lQtegrale de premiere esp^ce, daos le cas d'une courbe du troi- 
si^me degre quelcooque, est 

oil C est UDe coDstante. 
Reprenoos la transformatioD a? = (j — |3) j/, d'oii 

dx= (x— P) dx' '\- X* dyy 

on aura 

Jy, (r - P ) /; ( *'. r ) - *'/-' (^'. r) ' 

et comme 
I'integrale deviendra 

_ C' C.clx' 



•r. 



z 



Or 






done enfin 



Ji\ 



Cdx' 



On en conclut que x' sera une fonction monodrome et doublement p6- 

riodique de z. II en sera de meme de pV^> qui est la derivee de x'. 

Mais j^ est une fonction rationnelle de x' et de y^R; il aura done la mSme 
propriete que x'. Enfin il en sera de meme de x^ k cause de la rela- 
tion a?= (j— ^)x'. 

33. Reprenons i'integrale de premiere esp^ce 



z 



^j'% oil u = j;(x,r), 
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en supposant ^gale a I'uoite, pour simplifier, la constante qui provient 
de N(a?, j), et ordonnons I'equation de la courbe par rapport hy. 

Af B, G sont des polynomes en x, dout les degr^s sont au plus i, 2, 3. 

Proposons-nous de trouver la relation qui existe entre x et U. On 

aura 

V^¥'y [x, x) = 3y-hzkx-h B.- 

L'elimination de y entre cette equation et F (x^y) = o donne 

( AU -h 9C - AB)' = (3U + 6B - 2A») (U' H- BO + 6AC - aB»), 

ou en ordonnant 

(5) U» -4- (3B - A') U 4- 18ABC 4- A'B» - 4B' - 4A»C - 27D = o. 

Ainsi, Aetant un polynome quelconque du premier degre, B du second, 
C du troisieme, Tequation (5) aura une ini^grale monodrome et dou- 
blement periodique. 

On peut constaler aisement que cette equation satisfait aux condi- 
tions donnees par MM. Briot et Bouquet. {Theorie des fonctions elUp- 
tiqueSy p. 38i et suiv.) 

Si Ton cherche la condition pour que I'equation (5) ait une racine 
double, on trouve 

4 (3B — K}Y -+- 27 ("8ABC + A'B' - 4B* - 4A>C - 27C') = o, 

qu'on peut ecrire 

(aA^ — 9AB-+- 27C)^ 

Bepresentons par 3F le polynome 3B — A^ (ce qui revient k sup- 
poser A nul); on mettra alors I'equation (5) sous la forme 

U^ f-3FU— 4F»-f-27G»~o, 

oil G est un polynome du troisieme degre et F un polynome du second 
degr6. C'est precisement I'equation trouvee par MM. Briot et Bouquet, 
comme la plus generate du troisieme degre susceptible d'une integrale 
monodrome et doublement periodique. 
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Courbes du quatrieme degre. 

34. Le nombre des integrates de premiere espece sera Tunite si 
A = ^.4(4 — 3) = 2. La courbe aura alors deux points doubles ou 
un point de rebroussement de deuxieme espece; elle sera unicursale 
si A = 3. 

Dans le premier cas, prenons comme axe des y la dfoite joignant 
les deux points doubles, et comme origine I'un de ces points; Tequa- 
tion aura cette forme 

Y[x,y) = x* -\- (aj-h b]x^ -\- (cj'-hrfj-h e]x^ 

-*- [fr + g)r[r- P)^ + A'r'(r - (3)'= o. 

Posons 
on aura 

oil M, N, P ont les valeurs suivantes : 

M = :r'* -f- ax'^-\- cx'^-hfx'-hh, 

N r= — 2(3^'* -f- (6 — a^) x" -h dx'^ 4- gx\ 

P z=i P'or'* — bi^x'^ -f- ex'K 

Si Ton forme la quanlite N* — 4MP, on voit que les^coetBcients 
de x'^ et de x"^ sont nuls; en outre, I'expression qui reste est divisible 
par x"^. On pourra done poser 

N'-4MP=:jr'*R, 

R 6tant un polynome du quatrieme degre. En cherchant les valeurs 
de y en ar', on aura 

•^ 2M 

A cause de la relation x = {y — ^)x\ on voit que toutes les inte- 
gralcs oil le coefficient difTerentiel sera une fonction de x ety se rame- 
neronl a d'autres ou le coefficient de dx' sera une fonction rationnelle 

Jhn. de I'Ec, Normale, i* Serie. Tome V. — D£ceubrb 1877. 56 
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de x' et \/R, en sorte qu'elles se reduiront aux fonctions ^lementaires 
et aux trois integrales elliptiques. 

On verra, comme pour les courbes du troisifeme degre, que R ne pent 
adinettre un facteur double que si la courbe/(a?', j) = o, et par suile 
la courbe proposee, presente un autre point double. 

35. Pourobtenir rintegrale de premiere espece, on remarquera que 
la fonction N(a?, j) est ici du premier degr6. En Tegalant a zero, on 
obtient une droite, et les deux conditions consistent ici a faire passer 
la droite par les deux points doubles, c*est-a-dire a la faire coincider 
avec I'axe Oy. On aura done 






Prenons encore la transformation 
on aura 

dy 
OU 

L ay ^*J(^,_p)^ 

On a maintenant 

P*_f.. 3,.r -^ df df'[_ ^df df 

en remarquant que/(a;', y) est nul pour les valeurs de y que nous con- 
siderons. L'integrale devicndra alors 



f"' Cx'dx' 



OP _ 
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done enBn 



z 






d'oii Ton conclura que x' et, par suite,/ et x sent des fonctions mono- 
dromes et doublement periodiques de z. 

36. Si la courbe proposee Y{x,y) = o a trois points doubles, elle 
est unicursale. Remarquoas d'abord que ces trois poiuts ne peuveut 
etre en ligne droite, la courbe etant seulement du quatrieme ordre. En 
les supposant tous trois a distance finie, je les choisis comme sommets 
d'un triangle de reference. 

On exprimera dans Tequation generate du quatrieme ordre homo- 
gene et a trois variables que les sommets du triangle sont des points 
doubles, et Ton arrivera immediatement a Tequation 

En resolvant par rapport a/» on aura 



— xz [ax -f- yz) do xz >J[ax -f-y^)' — 4^(^^' ^- cx^— ^xz) 

^* ' —— ^^^i— ^^^^^^^^ ■■ !■■— I ■! ■■-■■■■■■■ ■■II !■ • 

Si Ton remplace z par r, on substituera a la courbe une de ses projec- 
tions coniques. L'ordonnee de la nouvelle courbe s'exprimera en fonc- 
tion de Tabscissc par une formule qui ne contient d'autre irrationnelle 
qu*un radical carr6 portant sur un trinome du second degre. Les int6- 
grales dont le coefficient difTerentiel sera une fonction rationnelle de 
X ety se reduiront done aux fonctions el^mentaires. 

37. Si, dans Tequation Y[x,y) = o du n® 34, on fait tendre |3 vers 
zero, Torigine devient, comme on le voit immediatement, un point de 
rebroussement de deuxieme espece. La droite N(ar,y) = o doit etre 
dirigee dans ce cas suivant la tangente de rebroussement. 

Nous avons deja remarque que la courbe 

y^=zg[x — a) [x — ai)[x — a^)(x — a^) 

n'a pas de points multiples a distance finie et possede a Tinfini un point 

56. 
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de rebroussement de deuxieme espece. La fonction N(a?,j) = o se 
reduira alors a une coDStante, et Tintegralc de premiere espece sera 



rcdx _ r cdx 

J ^^ J v^fi'l^ — «) (^ — fli)(^ — 



«,) (x — ay) 



Cest {'integrate qui sert de point de depart a la theorie des fonetions 
elliptiques. 
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FOSSILES TERTIAIRES DE LILE DE COS 

REGUEILLIS PAR M. GORCEIX EN 1873, 

Par M. T0URN0UER(*). 



M. Gorceix a bien voulu me confier Tetude des divers fossiles ler- 
tiaires qu'il a recueillis dans son exploration geologique de Tile de 
Cos en 1873. Ces fossiles se recommandaient a toute mon atteniion. 

Edw. Forbes, en effet, il y a longtemps deja, dans une pelile Note 
incidente, inlercalee dans la relation de son Voyage geologique en 
Lycie (Spratt a/irf Forbes, Travels in Lycia. London, 1847; ^^^^ P* '99 
et suiv.), avail signale dans File de Cos une importante formation 



(*) La publication du present travail, qui dcvait paraitre en 1875, ayant ^l6 relard<§e par 
suite de circonstances ind^pendantes de la volontd do Tauteur et de Tedileur et relatives k 
la confection des planches, ce retard mo permet de dire que, depuis le voyage do M. Gorceix, 
M. le professeur Neumayr a visiu^ I'lle de Cos dans le printemps de I'ann^e 1875 et a donne, 
a la fin de la m6me annee, une Note sommaire sur les r^ultals de ses observations dans les 
Ferhandlungen der Geol. Reichsdnstalt (1875, n** 10), en attendant la publication complete 
de son Voyage. M. Th. Fuchs visitait en m6me temps une partie de la Grece et a donn6 
^galement une premiere Note sur les r^sullats de ses recherches dans les KaiserL Akad. der 
fVissensch. de Janvier 1876. De plus, il a paru r^emment un important et tr6s-int4ressant 
travail de MM. Neumayr et Paul sur les couches a Congeries et a Paludines de TEsclavonio 
(Die Congerien und Paludinenschicluen Slaifoniem, Wien. 1875), dans lequel il est parl6 
incidemment de quelques fossiles de Cos. Ces publications et cellos qui sont annonc6es no 
peuvent manquer de jeler beaucoup de jour sur plusieurs des questions touches dans le 
pr^nt travail, qui aurait gagn6 sans doutQ a attendre encore; je le donne neanmoins au- 
jourd'hui tel qu'il avait 6t6 pr6i)ar6, sur les seuls documents et matdriaux qui m'avaient ^l6 
fournis par M. Gorceix, pour laisser plus enticro k chacun la part qui doit lui revenir dans 
t'histoire g^logique et pal^ntologique do Tile de Cos. (IVote de rauteur). 



446 TOURNOUER. 

d'eau douce, riche en coquilles fossiles, contre laquelle venait buter, 
en stratification horizontale etdiscordante^une formation marine qu*il 
identifiait avec celles de Rhodes et de la Sicile^ et qu'il rattachait au 
pliocene superieur, newer pliocene beds. II en concluait que la forn^a- 
tion d*eau douce devait etre regardee c au moins comme de rancien 
pliocene >. Gonsideree en elle-meme» cette formation d'eau douce de 
Cos se subdivise, d'apres Forbes, en trois horizons, et les nombreuses co- 
quilles fossiles qu'elle contient se distribuen t en trois series successives, 
a, 6, c, dont chacune est caracterisee par une forme particuliere de 
Paludine et de Ndritiney absente dans les deux autres : dans Ic niveau 
inferieur, les coquilles sont lisses; dans le niveau moyen, elles sont 
ceintes d'un gros bourrelet unique; et, dans le niveau superieur, elles 
sont profondement sillonnees et entourees de plusieurs forts bourrelets 
en spirale. Pour expliquer ces differences dans un espace de temps 
aussi restreint que celui qui est circonscrit par ce depot, Forbes ne 
pense pas qu'il soit necessaire de recourir a Tbypothese de trois crea- 
tions distinctes; il pense, au contraire, que ces variations de formes 
dans les especes associees peuvent s*expliquer par les changements de 
milieu et par I'invasion progressive des eaux salees de la mer pliocene 
dans I'ancien bassin d'eau douce. Telle est, en resume, la Note de 
Forbes, Note tres-courte, de quelques pages, sans listes ni descrip- 
tions de fossiles, avec un petit croquis schematique du terrain et cinq 
ou six figures au trait de coquilles caracteristiques; maisNote substan- 
tielle dans sa bricvele et soulevant plusieurs questions interessantes 
de geologie mcditerraneenne et de zoologie generale. 

Depuis le voyage de Forbes jusqu'a celui de M. Gorceix, pendant 
Tespace de pres de trente ans, rien n'a ete dit, a ma connaissance, sur 
Tile de Cos; ancun geologue ne I'a visitee, ou du moins aucun n'en a 
parle specialement. L'amiral Spratt, seul, a parle tres-incidemment 
des depots lacustres et des coquilles fossiles de Cos et de la region 
grecque, dans son Voyage en Crete [Travels and Researches in Crete^ 
1 865). On couQoit done I'interet qui s'attache aTetude des fossiles rap- 
portes par M. Gorceix, pour eclairer les questions posees par I'eminent 
naturaliste anglais. 

C'est ainsi que Forbes n'avait pas pu preciser Tage des depots lacus- 
tres de Cos autrement qu*en disant : qu'ils etaient plus anciens que les 
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depots marins pliocenes; mais jusqu'oii pouvaient-ils remonter? Les 
materiaux de comparaison qui lui manquaient pour apprecier la signi- 
fication cbronologique de cette faune, d'une pliysionomie si originale 
et si particuliere, ne nous manquent plus maintenant. Toute une grande 
faune lacustre, des plus riches et des plus interessantes, a laquelle sc 
rattache la faune locale de Cos, a ete revelee dans ces dernieres annees 
par les excellents travaux des geologues autrichiens : c'est la faune des 
couches a Paludines da bassin du Danube, el en particulier de TEscla- 
vonie et de la Croalie, qui termine la scrie complexe des depots d*eau 
douce et des depots d'eau saumatre qui, dans le centre et Test de TEu- 
rope, ont Buccede eux-memes aux derniers depots de la mer miocene. 
Au premier coup d*oeil jele sur les coquilles lacustres de Cos rappor- 
tees par M. Gorceix, j'ai pu reconnaitre, non-seulement les types prin- 
cipaux signal^s et figures par Forbes, mais des types tellement voisins 
de ceux de I'Esclavonie et de la Croatie qu'aucun paleontologiste ne 
peut besiler k les rattacher a la meme faune et au meme horizon; et 
j'ai pu atiirmer, k la suite des premieres communications de M. Gor- 
ceix (*)• que les couches lacustres de Cosnesontqu'une extension dans 
TArchipel grec des couches a Paludines du bassin du Danube. 

Ce premier point important, que faisait pressentir d'ailleurs la vue 
des quelques figures denudes par Forbes en i847» etant bien etabli a 
Taide des nombreux documents recueillis par M. Gorceix, il y a beau- 
coup d'interet a etudier aussi la faune marine qui surmonte la formation 
d*eau douce de Tile. En effet, si dans le centre de I'Europe on connait 
bien le substratum des couches a Paludines qui sont superieures aux 
couches a Congeries ^ en revanche on ne voit rien au-dessus, la mer 
n'ayant pas reparu dans ces parties de TEurope depuis la fin des temps 
miocenes. Au contraire, aCos, on a Theureuse chance de voir ces depols 
lacustres reconverts par des depots k coquilles marines. Quelles sont 
ces coquilles? Quel est Tage au juste de ces depots? Forbes les a ratta- 
ches, en quelques lignes, au pliocene recent; et, aulant du moins que 
j'en puis juger par les materiaux de M. Gorceix, je crois que Forbes a 
eu raison, comme je le montrerai plus loin. Le systeme general des 
couches a Paludines est done comp is entre les couches a Congeries de 



(') Bulletin de la Societe geologique de F ance, VsMe^ t. II, p. 398; juin 1874. 
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rEsclavonie et le pliocene superieur de Cos et de TArchipel; il peut 
done elre egal a Vancien pliocene. 

Rcste le fait, si inleressant au point dc vue paleontologique et de la 
tkeorie de la descendance desespeces,signale par Forbes, a savoir lefait 
de la distribution des coquilles laciistres de Cos en trois zones succes- 
sives, caracterisees cbacune par un mode d'ornementation particulier, 
de plus en plus riche, qui affecte egalement les especes des differents 
genres, Paludines, Neritines, Melanopsides, etc., a onesure qu'elles 
eulrent dans la memc zone. 

Malheureusement, sur ce fait si curieux et si posilivement affirme 
par Forbes, les observations de M. Gorceix font completement defaut; 
il a recueilli les types divers de Forbes, les formes lisses, les formes uni- 
carenecs, les formes multicarenees; mais,preoccuped'autres questions, 
il a neglige de noter les differents niveaux des differentes especes et 
son elude geologique de Tile ne donne a cet egard aucune de ces indi- 
cations de stratigraphie detaillee qui sont maintenant le fil condueteur 
de toute etude paleontologique. II y a la une lacune regrettable, 
qui sera combleesans doute par d'autres observateurs, mais qui m'em- 
peche de lirer tout le parti que j'esperais de I'elude de ces curieux 
materiaux et qui borne a peu pres mon role a la t&che de determiner 
et de fairc connaitre par des descriptions, et surtout par de bonnes 
tigures, les especes recueillies. 

Quant a Tbypotbese de Forbes, je la considere, en tout cas, comme 
inadmissible maintenant, comme insuffisante du moins pour expliquer 
des fails beaucoup plus gcneraux que Forbes ne pouvait le croire. 
M. Gorceix a cru trouver un argument a Tappui de cette hypotbese 
dans le fail du melange d*especes d'eau douce et d'especes marines qu'il 
a observe dans le centre de Tile; je ne crois pas qu'il ait raison. Sans 
avoir ele sur les licux, je crois qu'il n'y a la qu*un fait de remaniement, 
ou qu'un fait de melange accidenlel par Tapport des eaux fluvialiles 
vorsines, analogue a une foule de fails semblables qu'on observe dans 
les terrains lerliaires, par exemple dans les faluns littoraux de Dax 
ou de la Touraine, elc, etc. 

Ces reserves failes, je vais passer en revue les especes recueillies par 
M. Gorceix, especes d'eau douce el especes marines. Pour les premieres, 
j'ai deja donne ailleurs {Journal de Conchy liologie^ 3* serie, I. XV, n**' i 
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et 2. Paris, Janvier et avril 1875) les diagnoses des types principaux, 
pour assurer ^ notre compatriote, le premier venu dans Tile depuis le 
voyage de Forbes, la priorite qui lui revenait de droit dans la publica- 
tion de ces decouvertes. 

E spices de la formation deau douce. 

A defaut d*indications stratigraphiques detaillees sur le gisemcnt des 
especes, je vais en donner la liste avec les indications topographiques 
que m'a remises M. Gorceix, et celle du degre de frequence ou de rarete 
qu*elles avaient dans sa collection. Le petit bassin isole du cap Kephalos 
dans le sud-ouest de Tile, tres-pauvre en fossiles, pent etre neglige. C^est 
la poin te nord-est de Tile, entre la ville de Cos et le cap Fouka, qui montre 
toute la puissance el la richesse fossiliferes de cette formation d'eau 
douce et qui en fera un point classique d*observation pour ces terrains 
dans I'est de la Mediterranee ; plus au centre de Tile, le ravin du col de 
Pylli est tres-ricbe aussi. Cest de ces deux localites que proviennent 
presque tons les fossiles, dont voici la liste : 

1. Planorbis Thiolliereiy Michaud? - Calcaires marneux gris, du ravin de Castagna, a 

Touest dc Kephalos. 
!2. Limnasa Coa, Tournouer. — Calcaires marneux sous T^lise de SaintrGeorges, pr^s de 

Cos, commun. 

3. Melania tubercuiata, Miill. — Fouka, Pylli, a. r. 

4. Mclanopsis Sporaditm, nov. sp. — Fouka, c. c. 

5. » Gorceixi, Tourn. — Fouka, type et var. c. c. — Pylli, c. 

6. » Proteus, Tourn. — Pylli, c. c. c. — Fouka, r. r. 

7. » jEgcea, Tourn. — Fouka, c. c. 

8. » costata, F^russac. — Antimaki. 

9. » cariosa, Linn^. — Ibid. 

iO. » Delessei, Tourn. — Pylli, c. c. — Fouka, r. 

il. Hfdrobia slat^onica, Brusina? — Fouka. 

12. Pyrf^ula? Brusinai, Tourn. — Calcaires de Saint-Georges, pr^s de Cos, c. 

13. Paludina Brusinai, Neumayr?— Fouka, c. c. c. 

14. » sp? » — Ibid., r. 

15. » Forhesiy Tourn. — Ibid.,c. 

16. » Munieri, nov. sp.— Ibid., r. 

17. » Gorceixi, Tourn. — Ibid.,c. c. 

18. » Co^, Tourn. —Ibid., CO. 

19. » r/Y>r^/tf^7rr>, Tourn. — Ibid.? r. 

Ann^ de VEc. Normale, a« Sirie. Tome V.— DicEMBRE 1876. 57 
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20. 'Neritina abnormis, Jenkins? var. /z — Col. de Pylli, c. c. c. 

21. )) » » var. h — Marnes blanches du capFouka, c. c. 

22. Dreyssensia^ sp.? — Calcaires marneux de Saint-Georges. 

23. Unio, sp.?— Pylli, r. 

On ne retrouve pas dans cette listc deux genres cites cependant par 
Forbes : Valvata et Cyclas. 

On voit que, d'apres les recherches du moins de M. Gorceix, toutes 
les Paludines appartiennent aux couches marneuses blanches du cap 
Fouka ct des environs de Cos; la Melanopsis jEgcea, la petite Neritina 
abnormis, lespetites Hydrobia, appartiennent exclusivement aussi aux 
inemes couches. L'unique Limnee et Tunique espece de Congerie ou 
Dreyssene proviennent aussi des environs de Cos et de couches calcaires 
particulieres. Les Melanopsis Proteus et Delessei sont tres-abond antes 
dans les argiles de Pylli; la grosse Neritina Spratti ne se trouve que la. 
Les deux Melanopsis cariosa et costata n'ont ete recueillies que pres 
d*Antimaki. 

Le grand Phnorbis Thiollierei? ne se trouve que dans le bassin isole 
de Kefalos, qui est peut-etre d'un autre age que celui du nord de Tile. 

Planorbis Thiollierei, Michaud? 

Les calcaires de Kefalos renferment en abondance un grand Pla- 
norbe qui est de la taiHe du P. Thiollierei des marnes de Hauterives 
(Drome), ct qui parait avoir, comme celui-ci, les tours biseautes en 
dessous. Cependant, a cause de Tetat d'ecrasement des echantillons, je 
ne puis pas adirmer cette identite. Je n*ai trouve aucun Planorbe, ni 
petit ni grand, dans les marnes a Paludines du nord de Tile qui sem- 
blent erre des depots fluviatiles plutot que des depots lacustres; en tout 
cas, des depots faits sous des caux non marecageuses. Les Planorbes 
sont d'ailleurs tres-rares dans Tensemble des couches a Paludines du 
bassin du Danube. 

Limnaea Coa, Tournoiier. 

{PL IF, fig. I.) 

Limncca Cosensis (ToCRSOCER, Journal Conch. ^ 3* serie, t. XV, p. 7G; janvior 187.)). 

Je change le nom de Cosensis en celui plus classique de Coa. Cette 
espece curieuse, la seule du genre que j'aie vue de Cos, remarquable 
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par ses tours tordus, son test robusie, son epaisse callosity columel- 
laire (je ne connais pas le bord exterieur de la bouche), est commune 
dans des blocs de calcaire marneux, tres-lendre, que M. Gorceix a re- 
cueillis sous Teglise Saint-Georges, prfes de la ville de Cos. C'est un type 
particulier qui n'a rien d'europeen, que je ne connais en Europe ni 
avant ni depuis Tepoque des couches a Paludines. M. Neumayer a de- 
crit des couches similaires de TEsclavonie un Limnceus acuarius^ fort 
singulier aussi, et qu'il a pu rapprocher du type nord-americain des 
Acella {A. gracilis)^ a cause de sa forme eSilee et de Tetroitesse de sa 
bouche. La Limnee de Cos s'eloigne au contraire de ce type par la ron- 
deur de ses tours, Tepaisseur de sa coquille, etc. 

Helania tuberculata; Miiller 
[PL I F, fig. ^ et 3-.) 

Les quelques echantillons que j'ai sous les yeux et qui proviennent, 
les uns des marnes a Paludines de Fouka, et les autres des marnes 
brunes a Melanopsis Delessei de Pylli, sont tons pelits et tres-orne- 
mentes, les cotes longitudinales, peu obliques, etant traversees par des 
plis transversaux tres-sensibles. lis s'eloignent ainsi a la fois du type 
de la M.curvicosta, Desh., fossile du pliocene de Rhodes et dltalie, el 
du grand type vivanten Algerie. 

En comprenant dans le type tuberculata la M, curvicosta, on voit que 
c'est le type de Melanie qui a succede en Europe au type miocene plus 
tropical de la if. Escheri, et c*est aujourd'hui le seul representant du 
genre dans le systeme malacologique europeen, oil les M^lanies ont ele 
si communes pendant Tepoque eocene. C'est meme un type visiblemenl 
en retrait, puisque, dans le pliocene et dans le mio-pliocene, on le trouve 
encore repandu au nord de la Mediterranee, en Italic, dans la vallee 
du Rhone (couches a Congeries de BoUfene, Mayer), tandis qu'il est au- 
jourd'hui relegue sur les frontieres de notre systeme, en Algerie, dans 
les oasis du Sahara, en Egypte, en Syrie, en Perse, etc., d'oii il s'etend 
meme plus a Test jusqu'aux Indes orientales. Du cot^ de I'ouest, M. Mo- 
relet Ta signale k I'etat fossile aux iles du cap Vert, oil il est main- 
tenant inconnu. 

57. 
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La M. tuberculata n'a pas encore ete indiquee» que je sache, dans les 
couches a Paludines du centre de TEurope. 

HELANOPSIS. 

Le genre Melanopsis, si singulierement canlonne aujourd'hui en Eu- 
rope et en Nouvelle-Caledonie, caracleristique du sysleme europeen oil 
il est d'une grande antiquite geologique (terrains wealdiens), et oil il 
est encore richement represente, quoiqu*en retrait dejk sur son ancienne 
diffusion aux temps terliaires, s'est maintenu d*abord et pendant toute 
la duree de I'epoque eocene, dans des formes trfes-simples, souvent trfes- 
rapprocheesde hM.prcerosa de Linne, typeactuel etvulgairedu genre. 

A partir du miocene, on voit les formes specifiques se diversitier et 
tendre deja, en outre de la forme originelle, vers deux types bien dis- 
tincts : d'un cote, par la if. Aquensis de Dax, vers le type occidental ou 
type carene des M, Maroccana^ Dufouri^ etc., de TEspagne et du Maroc; 
de Taulre, par la M. cytharella, etc., vers le type c6lele, aujourd'hui 
divise entre TOrient [M. costata) et TOccident de la Mediterranee 
{M. cariosa, etc.). A la fin de cette epoque miocfene, a partir des couches 
a Congeries et dans les couches a Paludines, on voit le genre prendre 
tout a coup un developpement extraordinaire et arriver a son apogee, 
comme on pent en juger par les nombreuses et curieuses especes qui ont 
ete figurees par Homes, Neumayr, Fuchs, Brusina, etc. 

Les Melanopsides du lambeau tertiaire de Tile de Cos temoignent 
de cette richesse du genre a ce moment de son histoire, non-seulement 
par le nombre des individus, mais aussi par la varieie des types. On y 
trouve en effet reunis, dans un tres-petit espace, les representants des 
trois groupes europeens : 

Le groupe des Melanopsides lisses; 

Le groupe des Melanopsides a cotes longitudinales; 

Le groupe des Melanopsides a carenes transversales. 

Ces formes sont-elles synchroniques, ou ont-elles ete successives, 
comme Forbes le donne a entendre, et dans quel ordre?C'est ce que je 
regrette de ne pas savoir. 
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Helanopsis Sporadum, nov. sp. 

Ce type pourrait eire confondu d'abord avec la M. prcerosa. 11 s'en dis- 
tingue cependant pour moi ccrtainement : il est plus etroit, plus elance, 
la spire montre un plus grand nombre de tours; le dernier tour est 
moins grand proportionnellement, moins ovoide, plus elargi vers la 
base; la bouche est plus petite. Par sa forme generale, ce type rappelle 
un peu celle des Hemisinus \\\dinis et Tossiles de I'Autriche {H, Esperi, 
H. Sandbergeriy etc.), mais il en differe par sa bouche evasee ct par son 
canal de vraie Melanopside. II se trouve fossile a Rhodes et proba- 
blement ailleurs dans le pays grec. 

A Cos, il semble avoir ete le type initial d*ou sontsortis bon nombre 
des autres types de Tile, et d*abord le type suivant : 

Helanopsis Gorceixi, Toumoiier. 
[PL IV ^ fig. 5, tjrpusy el fig. 5", van etas,) 

1875. Helanopsis Gor ctf «xi (ToOR!forER, Journal de Conch, ^ loc. cie., p. 76.) 

Belle espece, k base large, a forme bien conique, evidemment de- 
rivee de la precedenle. Le type a coquille lisse se trouve a la fois a 
Pylli et a Fouka. 

La variete^ plus etroite que le type, montre deja sur les deux der- 
niers tours quelques gros plis, cinq h sept, espaces et peu reguliers. 
Cette variete, que je trouve seulement dans les marnes blanches a 
Paludines, parait avoir donne naissance elle-meme, ou du moins elle 
se lie par des transitions aux deux formes suivantes : d'un cote k la M. 
jEgcea de Fouka, de I'autre a la M. Proteus de Pylli. 

Helanopsis iEgsea, Toumouer. 

1875. Helanopsis Mgea (TouR!<OCer, Journal de Conch., loc, ciV., p. 76.) 

Cette Melanopside est beaucoup plus petite, plus etroite, plus forte- 
ment cotelee qu*aucune variete de Tespece precedenle. Elle est ovoide 
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et plus ou moins elancee ou plus ou moins courte; avec des tours 
ronds, tous ornes de tr^s-fortes c6tes longitudinales, assez espacees 
(huita dix sur chaque tour), se continuant assez regulierement d'un 
tour a I'aulre et arquees sur le dernier tour. Je crois cette forme spe- 
ciale aux marnes farineuses k Paludines lisses du cap Fouka. II n'y a 
rien dc semblable dans la nature actuelle, ni meme dans la faune con- 
temporaine de rEsclavonie. 

Helanopsis Proteus, ToariKmer. 

1876. Melanopsis Proteus (TotR:<ocER, Journal de Coneh., ioc. eie., p. 77.) 

Je reunis sous ce nom les formes tres-nombreuses d'une Melanopside 
qui parait etre extrcmement abondante dans les couches de Pylli et 
qui est presque insaisissable dans sa variabilite; je prendrais pour type, 
comme egalement eloignee de ses extremes, la forme figuree en 6*, qui 
est une coquille ovo'ide, un peu elargie vers la base, et couverte sur 
toute sa surface de plis longitudinaux tres-nombreux, serres et tres- 
reguliers. Cette forme moyenne se rattacbe d'un c6te au type Gorceixi 
par des individus ou les cotes sont moins nombreuses et plus irregu- 
lieres, comme celui figure en 6** (il faudrait figurer tous les individus!), 
et de Tautre au type costata, par des individus dont les tours sont 
moins ronds et montrent une l^gere tendance k s'etager en retrait les 
uns sur les autres, comme dans Vanceps qui est du meme groupe. Notre 
type a en effet des rapports avec deux autres types contemporains ega- 
lement polymorphes, comme Tindiquent leurs noms : la M. anceps^ 
Gaudry et Fischer, de Megare, et la M. inconstans, Neumayr, d'Es- 
clavonie. II ne se confond cependant avec aucune de leurs varietes : 
il est toujours plus grand, plus ovoide et plus regulierement plisse 
que V inconstans , et toujours moins etroit, moins etage, etc., que 
Vanceps, 

Dans la faune vivante, la M. Tingitana^ Morelet, du Maroc, est peut- 
Slre la seule qui rappelle un peu certaines varietes de Tesp^ce fossile 
de Cos. 
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Helanopsis costata, Ferussac. 

De la M. Proteus a la M. costata^ la transition est assez brusque, 
puisque la forme intermediaire de la M. anceps manque dans Tile de 
Cos, et que la costata s'y trouve typique, tout ^ fait conforme a celle 
qui vit aujourd'hui en Syrie, dans le lac de Tiberiade, assez variable 
d'ailleurs. Elle n'a ete recueillie par M. Gorceix que dans un seul lieu 
et dans une couche particuli^re, pres d'Antimaki; un individu, plus 
petit et plus court que celui que je fais figurer, ressemble a la variete 
abbreviata d'EscIavonie figuree par M. Brusina. {Foss. Binnen-MolL aus 
Dalmatien, Pi. VII , Jig, lo.) 

Helanopsis cariosa, Linne. 

[Pi^ir.jig.^) . 

Avec la M. costata et au meme lieu a ete trouvee la forme a spire 
tres-courte et a dernier tour dilate, representee par la fig. 9, et qui se 
rapporte certainement a la M. cariosa de Linne. La presence au meme 
lieu de la costata et de la cariosa montre TafQuite de ces deux formes 
qui appartiennent a un seul et meme type. Aujourd'bui la costata ha- 
bite plus specialement les eaux du Levant, quoiqu'elle se trouve aussi 
au Maroc (Morelet), et la cariosa^ au contraire, est devenue une espece 
occidentale de TAndalousie et du Maroc; mais elle a habite sans doute 
toute la lisiere du Sahara, puisqu'on vient de la retrouver fossile pres 
des chotts de Tunisie (Fischer), el Ton peut ainsi remonter le chemin 
qu'elle a sans doute parcouru pour venir de ses stations primitives 
de la region grecque, oil s'est trouve, a Tepoque dont nous nous occu- 
pons, le centre commun des deux formes aujourd'hui divisees. 

Helanopsis Delessei, Tournoiier. 
[PL IF, Jig. 10, lo-elio*.) 

1875. Melofwpsis {Ljrrcea) Delessei (Tocrroqer, Journal de Conch. y loe, cit., p. 77. ) 

Cette espece represente seule a Cos le groupe de la Maroccana de 
Chemnitz {M. Dujouriy Fer., etc., etc.) qui a debute dans les faluns de 
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Dax, ainsi que jc Tai dit, et qui s*est poursuivi dans le miocfene su- 
perieur de I'ltalie et de la vallee du Rhdne [M. Narzolina, etc.) et dans 
les couches a Congeries du Rhone {M. Matheroni) ou du Danube [M. 
Martiniana et ses riches varietes). M. Neumayr a figure (1869) sous le 
nom de Martiniana^ change plus tard en Maroccana (in Brusina i874)f 
une espece d'Esclavonie qui est du meme groupe que la notre, mais 
qui s'en distingue a premiere vue par la position des carenes. L'espece 
de Cos se rapprocherait davantage de la Lyrcea cylindrica de Stoliczka, 
du meme horizon; mais elle s*en distingue aussi par la presence con- 
stante d'une carene au moins, par le moindre developpement de sa 
callosite columellaire, etc. 

L'espece se trouve en tres-grande abondance au col de Pylli, et nous 
avons pu la faire figurer a Tetat tres-adulte et a Tetat tres-jeune sous 
sa fcrme typique {/ig. 10), cylindrique, avec une seule carene sutu- 
rale (*), et sous ses formes de varietes lo** et 10*, oil Ton voit cette co- 
quille cylindrique se d^primer de plus en plus au milieu du dernier 
tour et prendre finalement une seconde carene basale et une forme 
courte et trapue, assez sensiblement eloignee de la forme primitive. 
Ces modifications paraissent ici avoir ete, non pas successives» mais 
parfaitement synchroniques. 

Le type Z)i{/b£/n est done tout a fait en retrait maintenant en Europe, 
puisque, tres-abondant a la fm du miocene dans le bassin du Danube, 
on le trouve encore au moment des couches a Paludines dans ce meme 
bassin, dans TEsclavonie, dans la Turquie d'Europe {M. Lus-Hani, 
d'Arch.), et a Cos, dans Tarchipel grec, tandis qu*il est exclu au- 
jourd*hui des contrees du Levant et confine dans la province Hispa- 
nique, oil il a trouve d'ailleurs les conditions les plus favorables a son 
epanouissement. 

Helanopsis, sp. ? 
[PL IF, Jig. M.) 

J*ai fait figurer ici une forme qui se trouve quelquefois au meme lieu 
avec la if. Delessei, et dont je ne sais trop que penser. Elle est inter- 

( ' ) La A/. Delessci a presque toujours une forme plus cylindrique, une spire beaucoup 
plus d6prim^e etun bourrelet car^niforme plus ^pais que dans la>f^. 10 de cette Planche. 
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inediaire entre une Delessei ires-effdLCQe et une prcerosa non typique; 
Tetal roule des echanlillons m'empeche de les apprecier en parfaite 
connaissance de cause. 

Hydrobia slavonica, Brusina? 

La marne blanche a Nerilines ct k Paludines du cap Fouka est quel- 
quefois criblee d'empreinles d'une Ires-pelite coquille turriculee, qui 
y a rarement laisse son lest a peu pres intact, et que je crois pouvoir 
rapporter a VUydrobia slavonica, Brusina [Foss. Binnens Moli., etc., 
1874.) Jc ne suis pas sur cependant de cetle determination. La petite 
coquille de Cos me parait avoir les tours plus rouds que VH. slavonica, 
et elle ne mcsure guere que 4 miilimelres au plus de longueur, sur 
I -^de diametrc au dernier tour. 

Pyrgula? Brusinai, Tournoiier. 
[PL IV, fi^. 2.) 

J'ai donne, dans \t Journal de Conchy liologie [2^ serie, t. XV, p. 167, 
i8^5), la diagnose de la petite coquille que je fais figurer ici d'apres 
des enipreintes que j'ai trouvecs sur un fragment de calcaire dur, pro- 
venant des environs de Teglise Saint-Georges et qui renferme aussi des 
empreintes de grande Paludine. La delerminalion generique de cette 
coquille est pour moi tres-douleuse, aucune de ces empreinles n'ayani 
conserve trace enliere de Touverlure, qui avait un peristome continu 
et un bord exlerieur polygonal (ce detail n'a pas ete bien rendu par le 
dessinateur). Mais j'ai cru utile dc faire figurer cependant, malgre Tin- 
sufOsance de mes materiaux, cette coquille dont Tornementation mul- 
ticarenee est fort curieuse et m'a paru nouvelle : d'autres rechercbes 
completeront peut-etre plus tard et rectifieront ce que je puis en dire 
pour ie moment. 

PALUDINA (VIVIPARA). . 

Comme le genre Melanopsis et apres avoir eu, comme lui, une his- 
toire assez monotone depuis son apparition en Europe jusqu'k la fin 

Ann, de I'JKc, Kormale, !»• Serie. Tome V. — D£cimbre 1876. 58 
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(les temps miocenes, c'est-a-dire jusqu'au moment oil une grande emer- 
sion du centre europeen a refoule la mer miocene et etabli sur le con- 
tinent un systeme hydrographique tout nouveau, on voit» a ce moment 
et presque tout a coup, le genre Paludina prendre un developpemcnt 
magnifique et meriter de donnerson nom aux couches qui en con- 
tiennent d'innombrables debris. Les travaux de M. Neumayr, de M. Bni- 
sina, etc., etc., augmentent tons les ans le nombre de ces belles especes 
de grandes Vivipares, dont on cherche avec peine les analogues dans 
les bassins Ics plus riches de TAmerique du Nord ou de Textreme Asie. 
Le petit lambeau de Tile de Cos ajoute encore a ce catalogue, dejii 
si long, plusieurs formes nouvelles et interessantes (*). 

Ces formes peuvent, en definitive, se reduire a trois principales, 
celles qui ont ete signalees et figurees par Forbes, et ces trois formes 
peuvent se ramener elles-memes a un type premier, lisse, sans carene 
aucune, qui se rattache intimement a un type connu dans le bassin du 
Danube, et d'oii Ton pent ensuile deduire tout le groupe particulier 
des Paludines de Cos. C'est un rameau grec d'une tige qui a sa racine 
ailleurs. 

A priori done, par la seule appreciation des rapports et des diffe- 
rences, sans connaitre les observations stratigraphiques de Forbes, 
on disposerait ces diverses formes de Paludines dans I'ordre suivant : 
lisses, unicarenees, bicarenees, multicarenees, qui se Irouve elre, 
d'apresle savant anglais, leurordre memed'apparition etde succession. 

Paludina (Vivipara) Brusinai, Ncumuyt ? 
[PI. Ill, fig. I, I', I- ei I*.) 

1869. f^i^ipofo^ Sadleri (Partsch, in Neumayr, Kenntn. foss, Binncnfaun^ etc.). 

187'!. f^ivipara bifarcinata (Rielz, in Brusina, loc. cit.^ pro parte). 

187/1. Vivipara Brusinee {fiEVMAy^^ in Brusina, ibid.), 

C'est la premiere forme simple, unie, presentant seulement un leger 

(' ) II n'est pas hors de propos de rappeler ici que la premiere esp^ce Ir^s-orn^e de grande 
Paludine fossile qui ait 616 connue, et qui est rest^e pendant si longlemps isoI6e dans la 
science, provenait pr^cis6ment des lies grecques ct d une formation d'cau douce dont on 
ignorait absolument alors Timportance et le veritable horizon; c'est la Paludina clathrata^ 
Desbayes, de Tile de Rhodes, publi6e, en i833, dans V Expedition scicntifiqtic dc Mor-eCf et 
qui a dopuis <^t^ retrouv^ en Gr6cc par M. A. Gaudry. 
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bourrelet vers la suture, iiguree par Forbes sous le nom de Paludina 
of lowest horizon. Cest une Paludine du groupe des P. Sadleri et P. 
bi/arcinata, de la Valachie et de rEsclavonie; je crois pouvoir la rap- 
porter a Tespece que M. Neumayr a scparee sous Ic nom special de 
V. Brusinai. Elle abonde dans les calcaires marneux lendres et dans les 
inarnes blanches du nord-est de Tile, et elle varie, en raison meme 
de cetle multipiicile, assez sensiblement sous le rapport de la forme 
generale, qui esl plus ou moins courte ou elancee, de la hauteur plus 
ou moins grande de la spire, du renflement presque nul ou assez pro- 
nonce deja des lours vers la suture, etc. Peul-elre y reconnailra-t-on 
plusieurs especes. Pour moi, je n'y vois que des varieles (j'en fais re- 
presenter deux Ires-opposees {fig. i^ et i*) d'un type dont le caractere 
principal, si je ne me trompe, est d'avoir une tendance a s'elargir et a 
s'aplatir par la base, qui se conservera et s'accusera meme dans la plu- 
parl des autres Paludines de Tile, comme un caractere de race locale. 

Paludina (Vivipara) sp.? 
[PL IILJi?,. 2.) 

Je ne donne, pas de nom particulier a cette forme, que je considfere 
encore comme se rattachant a I'espece ci-dessus. Mais je la fais figurer 
et je la note a part, parce que c'est un individu de transition oil Ton 
voit deja tres-neltement sur le dernier lour deux bourrelets ou carenes, 
une carene suturale et une aulre basale qui mene ainsi aux deux types 
suivanls : d'une part, a la P. Munieri, et de Tautre a la P. Forhesi, 

Paludina (Vivipara) Hunieri, nov. sp. 
[PL III, fig. li.) 

Cette Paludine ne parait pas etre commune a Cos, mais elle se dis- 
tingue bien de toutes les autres par sa forme droite, plus carree, moins 
triangulaire, sa spire bien etagee et son dernier tour fortement renfle 
a la suture avec une carene mediane mousse et Tindication d'une troi- 
sieme basale. Le plan de Touverture est presque parallele a celui de 
Taxe de la coquille. 

58. 
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Celte Paludine ressemble a plusieurs aulres de rEsclavonie, hifar- 
cinata, ambiguay etc.; je la crois cependant toute particuliere. 

L'eehantillon figure, de grandeur nalurelle, n'a pas ele recueilli par 
M. Gorceix; il appartienl a M. Muuier-Chalmas, a qui je dedie Tespece 
et a qui il avait ete remis, il a y longlemps, avec plusieurs autres fossiles 
d'eau douce de Cos. II est jaunalre, brillant et comnie vernisse. 

Paludina (Vivipara) Forbesi, Toumoaer. 
[PL Illy Jig. 3 ci 3-.) 

187J. Vivipara i^or&«i( TocRJfOCER, Journal de Conch, ^ he. c«V., p. 77). 

Cest la seconde espece figuree par Forbes, Paludina of the second 
horizon. Cest une forme qui parait bien fix6e; M. Gorceix en a re- 
cueilli plusieurs echantillons qui sont tous tres-senibiables entre eux 
et bien caracterises. La forme generate est bien conique, bien pyra- 
inidale, assise obliquement sur une base large, avec une spire elevee 
a tours bien scalaires, bien etages en retrait les uns sur les autres et 
deprimds a leur partie mediane. Le bourrelet sutural est bien marque 
sur les trois derniers tours; le dernier, dilate vers la base, porte, en 
outre, une deuxieme carene subbasale et Vindication d'une troisieme 
autour de Tombilic ou plutot de la columelle. 

Je fais representer (y?^. 3*^) un ecbantillon plus trapu et |>lus large 
que les autres, qui semble faire le passage a Tespece suivante : 

Paludina (Vivipara) Gorceixi, Tournoijer. 
( PI. Illf Jig. 5, typus, 5" var. ) 

187.'). Vivipara Gorceixi (TouRNOCER, Journal de Conch., loc. cit., p. 78). 

Cest visiblement la troisieme forme figuree par Forbes, Paludina 
of the uppermost zone. Cest une espece tres-commune au nord de Tile, 
d'apres la collection de M. Gorceix; plus commune que la Forbesi, 
quoique moins commune que la Brusinai. M. Gorceix ne lui a pas 
assigi\e de niveau special; inais Taspect de tous les echantillons, leur 
nature tres-solide, le caractere de la marne limoneuse, grossiere, sale, 
qui les remplit, indiquent bien qu'ils appartiennent a une zone ou 
tout au moins a un gisement particulier, quelle que soit sa hauteur. 
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Cest la Paludine la plus forte de Tile ; son test est singulierement ^pais 
et robuste, fortement sillonne sur le dernier tour et rendu rugueux 
par les lignesd'accroissement. Le type se distingue du type ForbesipsiV 
une plus forte taille, des tours de spire moins eleves et moins sca- 
laires, et la deuxieme carenc du dernier tour plus mediane que dans 
la Forbesi. Les individus typiques m'ont paru nombreux; mais Tes- 
pece donne naissance elle-ineme a bcaucoup de varietes par la multi- 
plication du nombre des careaes du dernier tour, d'oii resulte pour 
celui-ci une forme exterieure assez differenle de celle du type. Je fais 
representor une premiere variete {/ig. 5**) oil la carfene suturale est 
doublee; et je suis porte maintenant a rattacher a TespecO; comme 
fortes varietes, meme les formes que j'ai decrites sous le nom de : 

Paludina (Vivipara) Coa(i), Toumoiier. 
[PI. I,, fig. 6, 6-, el6*.) 

187'). f'ivipara Cosensis (reclius Coa) (Tour!(OCER, Journal de Conch. ^ he. cit., p. 78). 

qui se distinguent du lype precedent par le nombre plus considerable 
de leurs carencs ou bourrelets, et surtout en ce que la carene mediane 
est ici bien plus rapprochee de la suturale; ce qui donne au dernier 
tour un aspect plus rond et moins anguleux. Mais rien n'est plus difFi- 
cilc que de determiner, en pareil cas, la limite de I'espece et de la 
variete; et il se pourrait tres-bien qu'un plus grand nombre d'echan- 
tillons me montrat des passages insensibles entre la Gorceixi, la Coa, 
et meme la derniere et extreme forme que je fais figurer ici : 

Paludina (Vivipara) trochlearis, Tournoiier. 

[PL III, Jig. 7.) 

1875. yivipara trochlearis (TocRriouER, toe, cit.\ 

et dont je ne connais qu'un seul echantillon de la collection iMunier- 
Chalmas. Cest une coquille plus legere, plus turriculee, plus elegante 

(i) Je Irouve dans Cong, u. Paitid-Sc/u'chi. Slavon. (in fine) une Vmpara Coa, Neumayr, 
qui est vraisemblablement diffi^rento de celle dont il est ici question. [Note ajontee pendant 
I* impression.) 
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que les precdentes. Les tours de spire, bicarenes, sont beaucoup plus 
detaches les uns des autres que dans le type Gorceixi et ses derives 
immediats. Les trois carenes principales du dernier tour sont nettes, 
etroites etsubequidistantes les unesdes autres. L'aspect de la coquille 
me fait croire qu'elle apparlient aux marnes a Paludina Brusinai et 
Forbesi. 

Ces dernieres Paludines mullicarenees, la P. Gorceixi ei ses derivees, 
font partie, comme la P. clathrata de Rhodes, d'un groupe de formes 
tres-richement ornees et tres-nombreuses en Esclavonie, que Ton a 
rapportees plusieurs fois aux Tulotoma^ Haldemann, de I'Amerique du 
Nord, genre cree pour le beau type de la Paludina magnifica, Conrad, 
vi vant aujourd'hui dans quelques rivieres de I'Alabama et de la Georgia. 
Quelle que soit la valeur du genre, le rapprochement des especes fos- 
siles et de Tespece americaine pent etre conteste; leurs rapports se 
bornent k la richesse de leur ornementation, mais la forme de Touver- 
lure est toute differente, etc. On trouvera peut-etre des rapports plus 
directs pour nos fossiles avec les Paludines de I'Asie orientale, quand 
celles-ci seront mieux coonues; on pent citer deja les Paludina oxy- 
/n)/7^, Benson, du Bengale; P. ingallsiana^ Lea ; P. umhilicata^ Lea, etc., 
de rindo-Chine; comme plus voisines a beaucoup d*egards de nos fos- 
siles que les Tulotoma americaines. 

Neritina abnormis, Jenkins? var. a, 
[PL IF, fig. 12 el i2«.) 

i86^. Jenkins, in Quarterly Journ. of Science, p. 4i3, etc. 

C'est une grosse Neriline a spire elevee, a dernier tour quelquefois 
rond ou subcylindrique, generalement deprime au milieu avec une 
car^ne plus ou moins obtuse, qui descend assez has sur le lour. (Le dessin 
represente une carene trop aigue et ne donne pas une bonne idee de 
la forme ordinaire de la coquille.) La coquille est ornee de lignes brunes 
fulgurantes ou quadrillees. La callosile columellaire est forte et ires- 
finement dentee dans les echantillons bien conserves. Dimension : 
II-I2 millimetres de hauteur sur 9 de largeur. L'espece est extreme- 
ment commune a Pylli, avec la Melanopsis Delessei, etc. 

Ce type, annonce deja dans le miocene par la Neritina picta de Ferus- 
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sac, commuqe dans les faluns inferieurs de Bordeaux, s*est conserve 
dans la faune europeenne aciuelle, dans certains Neritoconus de ses 
parties les plus chaudes de FEspagne [N. Valentinat etc.) et de la 
Palestine (A'^. Jordani). C'est de cette derniere, c'est-k-dire de Tespeco 
qui vit encore dans la region la plus voisine des iles grecques, que I'es- 
p^ce de Cos se rapproche le plus; elle en est probablement Tancetre. 

Neritina abnormis, Jenkins? var. b. 
{PI. IF.fig.iZ.) 

Cette forme, beaucoup plus petite que la precedente (6 millimetres de 
haut sur 6 de large), en est comme la reduction et Texageration dans ses 
caracteres. La spire est generalement surbaissee, la depression mediane 
du dernier tour forlement accusee, d'oii resultent une carene plus 
accentuee et une forme generale plus transverse, plus etal^e sur sa base 
et plus oblique. Le dessin se compose toujours, a ce qu'il m'a paru, de 
ligncs brunes fulgurantes. 

Cette N6ritinecaracterise par son extreme abondance les marnes blan- 
ches de Fouka a Paludina Brusinai ei Forbesi ^ comme I'autre caraclerisc 
les argiles brunes de Pylli. Je ne les connais, ni Tune ni I'autre, en 
Esclavonie ni ailleurs. On trouve vivante en Croatie une Neritina cari- 
nata, Parreys, qui n'est pas sans analogic avec notre espece fossile, mais 
qui s'en distingue cependant, non-seulement par sa taille plus forte et 
son dessin moins serre, mais encore en ce que le dernier tour, quoique 
carene, n'est pas fortement deprime au milieu comme dans le fossile de 
Cos. Elle appartient, comme la iV. acuticarinata de Fuchs, au groupc 
de la Danubialis. 

Forbes a represente trois Neritines de Cos, trois formes successives; 
mais ses dessins sont si imparfaits, que je ne retrouve pas bien ces trois 
formes dans les materiaux de M. Gorceix. Des deux que je distingue, 
quelle est d'ailleurs la plus recente? Je n'en sais rien. Est-ce la variete 
de Fouka, comme etant la plus fortement carenee et la plus eloignee 
du type ordinaire du genre? 

Je rapporte, comme on le voit, les deux Neritines de Cos a une 
espece fossile de la Crete, que le capitaine Spratt declare etre com- 
mune aux gisements des deux iles; mais je conserve des doutes sur 
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rexactitude de cette assimilation, ne connaispant pas en nature Tespece 
tres-polymorphe decrite par M. Jenkins {*). 

DRETSSENSIA (Dreissena, Beneden; Congeria, Parisch). 

Le genre Dreyssene (Congerie des Ailemands) qui, apparu dans le 
miocene infcrieur oil il est modestement reprcsente par quelques pelites 
especes, a eu un developpcment si subit et si extraordinaire dans les 
eaux du centre de I'Europe un peu avant I'ere des Paludines, et qui, 
tombe tout aussi vite en decadence, n'est plus represente dans la faune 
europeenne actuelle que par une espece du Volga, la D. polymorpha^ 
dont la propagation et racclimatation en Occident est toute recente et 
extremement rapide, le genre Dreyssene est presque absent de la faune 
de Tile de Cos. 

Je ne puis lui rapporter qu'une seule et tres-pelite espece, doni je 
Irouve les empreintes couvrant la surface d'un fragment de caleaire 
blanc, marneux, dur, recueilli par M. Gorceix au-dessous de Teglise dc 
Saint-Georges; empreintes associees a cclles de la Neritina abnormis? 
et de V Hydrobia slavonica? Ccs petites empreintes ne mesurent guere que 
7 millimetres de long sur3-4de plusgrande largeur; ellesme permet- 
tent seulement une attribution generiqde de la coquille qui les a lais- 
sees; je ne puis pas en determiner Tespece, qui me parait nouvelle a 
cause de son extreme petitesse. 

UNIO. 

De meme les Unios qui, dans la faune fossile de TEsclavonie, ledis- 
putent en richesse auxPaludineset auxMelanopsides et souvent meme 
a leurs congeneres actuels des grands bassins bydrograpbiques de 
TAmerique du Nordou dela Cbine (^), nesont absolument represenles 
a Cos, d'apres lesmateriaux de M. Gorceix, que par quelques fragments 
de test, brises, dans les argiles ligniteuses du col de Pylli. 

(') La Neritina Coa, espece nouvelle que je trouve institute, et non figuree, par M. Neu- 
mayr [Conger, and Pa!ud, Schichten SUwon,, p. 35), est sans doule la Neritine de Cos, quo 
je rapporle ici provisoiroment i V abnormis, [Note njoutee pendant I'impression,) 

(') Voir Conchyliologie fluviatile de la province de Nanking, par le R. P. Heude, etc. 
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Cest te dernier genre que nous ayons a signaler dans cette formation 
d*eau douce. 

En resume, cette petite faune d'eau douce de Tile de Cos est interes- 
sante a un double point de vue, comme je I'ai dit. 

Premierement, par ses affinites incontestables avec la faune des cou- 
ches k Paludines de I'Esciavonie et du bassin du Danube, elle nous 
montre qu*elle n'est qu'un fragment de cette grande faune, aujourd'hui 
si bien connue, et au point de vue de la geologic geographique, elle 
nous fait voir ta grande extension de ces dep6ts qui contournaient le 
massif isole des Balkans et de la Grece et s'etendaient vraisemblabie- 
mentsur une partie de TArchipel grec et de I'Asie Mineure. Le lam- 
beau de Cos, heureusement epargne par les pbenomcnes violents qui 
ont, depuis, si profondement modifie cette region^ se relie sans doute 
aux terrains d*eau douce de Rhodes, oil Ton retrouve la Melanopsis 
Sporaduniy avec la M. nodosa^ var. et la Paludina clathrata; aux couches 
k P. clathrata de Kalamaki en Grfece (M. Gaudry); peut-^tre aux couches 
de Megare a Melanopsis anceps; k celles de la Lycie, etudiee par Forbes; 
de la Crete, d'apres le capitaine Spratt. Avec ce dernier g^ologue, je 
crois que la presenile d*Unios et de grandes Paludines atteste I'exis- 
tence de masses d'eau plus considerables que celles des petits bassins 
ou des petites lagunes supposes par d'autres auteurs. 

En second lieu, par ses differences memos avec la faune a Paludines 
de I'Esciavonie qui ne permettent gu^re d'identifier les esp^ces, la 
petite faune de Cospresente un sujet interessant d'etude sur le mode 
d'apparition des espbces et sur le developpement d'une faune locale, ou 
tout au moins regionale. Comparee k celles du bassin du Danube, la 
faune de Cos porte en effet tons les caracteres, tout le facies d'une 
faune regionale particuliere, comme est, par exemple, dans TEurope 
actuelle, la faune k Melanopsides et a Neritines du sud de TEspagne. 
Dans ses trois genres principaux, Paludines, Melanopsides, Neritines, 
les especes presetitent une serie de modifications paralleles qui les 
rattachent a une ou deux formes tres-simptes, considerees comme 
centre ou comme point de depart : Paludina Brusinai^ Melanopsis Spora- 
dumy M. Delessei^ Neritina abnormis^ var. a. Le caractere morphologique 
commun k ces trois types, le caractfere des races de Cos, c'est une ten- 

Ann, de Vtc, Aormale, a« S^rie. Tome V. — D£c£MBBb 1876. 5g 
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dance de la coquille a s'elargir par la base, k s'aplatir, qui est tres- 
sensible. 

Ces modifications parallelcs ont de plus ete successives» d'aprfes les 
observations stratigraphiques de Forbes, et elles se sont accomplies 
dans un temps necessairement restreint« puisquUl est limitepar le depot 
pliocene marin qui surmonte les depdts d'eau douce. Si ces observa- 
tions de Forbes sont confirmees, elles donneront un solide appui a la 
theorie de la descendance des especes par voie de transformation suc- 
cessive : elles ne sontd'ailleurs que conformesk beaucoup d'autres faits 
paleontologiques, parmi lesquels je n*en citerai qu'un, pour ne pas sortir 
des terrains tertiaires, celui des modifications parallfeles subies par des 
types de Cerites (ou plutot de Potamidees) bien connus : le C. trachleare 
et le C. plicatum, dans Tinlericur de la formation des sables tongriens 
d^Etampes, compris entre le calcaire inferieur de la Brie et le calcaire 
superieur de la Beauce. 

Quel a 6te I'agent de ces transformations des coquilles de Cos? Forbes 
pense que c^est Tintroduction successive des eaux salees dans le bassin 
d^eau douce. Mais cette hypothesc ne me satisfait pas, par la raison, 
qui me semble peremptoire, que dans le bassin de I'Esclavonie et de la 
Croatie qui n'a pas ete reconvert par la mer pliocene comme celui de 
Cos, les types de Paludines et de Melanopsides ont cependant subi des 
modifications parfaitement comparables k celles des coquilles de Cos, 
tout en etant eloignees et k Tabri des influences maritimes auxquelles 
Forbes a eu recours. Le fait a done beaucoup plus de portee et de g^ne- 
ralite que Forbes ne pouvait le supposer, et son explication locale est 
insuflisante. Dans notrc Europe actuelle meme, les Melanopsis Graellsi 
et les Neritina Valentina, auxquelles j'ai fait allusion tout k I'heure 
et dont Tornementation multicarenee semble model^e sur le mdme pa- 
tron a un point singulier, vivent ensemble dans les sources vives de la 
riviere Los Santos, pres d'Alcudia, d*aprfes les renseignements que je 
doisaM. le professeur Yilanova. D*ou leur vient cette ornementation 
commune? et, pour generaliser, d'oii vient k tant de faunes regionales 
ou insulaires leur facies, leur physionomie propre? Quel r6le y joue 
rinfluence exterieure du milieu? Ce sont des questions bien complexes 
et encore bien obscures. 

Mais, quelle qu'ait ete la cause des modifications subies par les especes 
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(le Cos dont nous dous occupons» ces modifications ont eu pour resultat 
de produire des formes tres-variees et trfes-originales, dont les unes, 
comme les Paludines, se sont absolument eteintes ou ont completement 
disparu de nos eaux ; dont les aulres, au contraire, se sont fixees et ont 
surv^cu en Europe dans les regions meridionales, quelques-unes 
meme dans la region orientale et tout prfes du lieu de leur origine ou 
de leur apparition. Tel est le cas des Neritina Jordani^ et meme N.Va- 
lentina; des Melanopsis nodosa^ costata, cariosa, dont les ancetres se 
reirouvent certainement parmi les fossiles de Cos ou de la Grece. 

E spices de la formation marine. 

La formation marine de Tile de Cos, qui occupe le milieu et Tisthme 
de Tile depuis les villages de Pylli et d'Antimaki jusqu'au village de 
Kephaloset qui vient en couches presquehorizontaless'appuyerducote 
de Pylli sur la formation d'eau douce relevee vers le sud, est tres-riclie 
en fossiles. Pour la distribution des especes dans cette formation, je 
ne puis que me referer aux indications donnees dans la Note geolo- 
gique de M. Gorceix. La partie superieure de la formation est occupee 
par un banc degrandeshuilres, Ostrealamellosa, tres-developpe, surtout 
autour d'Anlimaki. Du cdte de Pylli, au contraire, on parait avoir la 
base de la formation dans des couches argileuses qui sont au contact 
des depdts d'eau douce et qui renferment en tr^s-grande quantite des 
especes de Mollusques fluviatiles, comme les Melanopsis Proteus et Neri- 
tina abnormis? melees a des especes marines littorales, comme les Car- 
dium edtUe, Hydrobia acuta ^ Nassa reticulata et Cyclonassa neriteusy 
qui est la excessivement abondant. Plus loin, jusqu'au village de Ke- 
phalos, la formation marine se developpe avec une grande variete d'es- 
peces, qui accuse evidemmenl des fonds tres-differents en rapport avec 
la configuration du rivage qui a du lui-meme varier beaucoup, selon 
les oscillations d'un sol tres-agite. 11 est evident que les Trochus^ les 
Nassa^ les Cerithium scabrum et vulgatum^ les Cardium edule, les Afyti- 
lus edulisy etc., n'ont pas vecu dans les memes profondeurs que les 
Turritella tornata ou tricarinata^ les Chenopus^ les Pecten jacobeusy les 
Venus senilis et Boryi^ etc. De meme, plusieurs varietes interessantes 

de la mSme espece, que je trouve dans les fossiles de Cos, ont du vivre 

59. 
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a des niveaux diff^rents. Peut-Stre une observation plus longue et plus 
d^taillee des depots que cetle que M. Gorceix a pu faire Taurait-elle 
amen^ k distinguer plusieurs niveaux dans t'epaisseur de la formation ; 
avec les documents deja fort interessants qu'il nous a fournis, je ne puis 
que dresser une liste d'ensemble des especes que j'ai determinees. 

En dehors des Mollusques, je trouve, parmi ces materiaux, un seul 
Polypier, Cladocora cespitosa, M. Edw., trfes-commun; un seul Fora- 
miniffere, Rotalina Beccarii ; quelques Eschara; un petit ^o/am^; la Ser- 
puJa protensa^ L. c. c. ; pas de Brachiopodes et pas d'Oursins. 

Les Mollusques sont les suivants(*) : 

AC^PHALES. 

Gastrocfuena, indet. (un fragment). 
Corbula gibba, Oliv. — C. c. et tr. belle. 
Syndosmyoy ind6t. (fragment). 
Mactra subtruncata^ da Costa. 
Donax venusta, Poli. 
Psammobia Ferroensis, Chemn. 
Tapes eduiis, Linn6? — Tr. jeuno. 
9 decussafus, Linn. — Tr. grand (65 millim. sur 45). 2 dchantillons. 

* » Diance, Requien. — Belle esp^ce, repr6sent^e par de nombreux ^hantillons, k tous 

les ftges. Coquille grande, solide, subtriangulaire, c6t6 post^rieur allonge et 
rostr6; couverte de sillons concentriques tr^s-serr^s. Diam. max. ant^ro- 
post., 8o mill.; umbono-ventr., 55. 

Cest d'apr^s un ^hanlillon typique de la Corse, de Fancienne collection 
Deshayes, conserve aujourd'hui a r£cole des Mines de Paris, que je rapporte 
avec certitude ce Tapes de Cos k Tesp^ peu connue de Requien. A Fftge 
moyen, elle ressemble beaucoup au T. aureus. Ce fossile se Irouve k Rhodes 
(Museum de Paris) ; il semble done assez caract^ristique du Pliocene oriental. 
Je crois cependant qu*il faut rapporter au T. Diance le T. decipiens, Doderl., 
de ritalie. 
Fenus verrucosa, L. — A. r. plus orbiculaire que le type ; lamelles concentriques plus ser- 

r^es, non divergentes du cdt^ post^rieur. 

* » senilis, Brocchi. — Vari6t6 major, late-lamellata, semblable k la figure donnto par 

Dubois de Montp6reux (Volh., PL Vyfig. aa, a3). 

* Cytherea Boryi, Desh. [multilamella, Lamk.?) type de Mor^I c. 

» rudis, Poli, c. 

Circe minima, Montagu, c. 
Lucina borcalis, L. 

» spinifera, Mont. 
Loripes lacteus, L. 

» divaricatus, L. 



(') Les especes 6teintes sont marquees dans cette liste d'un ast^risque. 
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* Cardita jEgcea, nov. sp. — Coquille petile (diara. ant.-post., i5 millim.; umb.-vcntr., iS"), 

trap^zoYde, tr^s-in^quilat^ralo ; 18-20 c6le8 subgranuleuses, ^ peu pr^s^gales 
h leurs intervalles. — Esp^ce voisine de la C, turgida de Philippi. — Se 
retrouve fossile a Rhodes? Var. major (coll. Museum). 

» corbis, Philippi. 
Cnrdiumedule, L. — Var. nistica, grande, tr6s-robuste, k sommets tr6s-61ev68. Se retrouve 

fossile ^ Sienne, k Monte-Mario, etc. — C. c. c. Est fort voisin du C, edule 
de Suez (C. isthmfciwi, Issel). 

» paucicostatitm, Sowerby. 

)> papillosum f Poli, var. c. 

» exiguiim, Gmel. 
Chama gr}'phina, Lamk. 

* Area pectinata, Brocchi? — Var. minor, Diam. max., a5 mill, de large sur i5 de haut. 

Peut-6tre esp^e nouvelle, voisine de la petite A, Breislaki de Philippi (non 
Basterot). 
Nucula decipiens, Phil.? 

» nucleus, L. 
Leda pella, L. 

» fragilis, Chemn.? 
Mjtilus edulisy L. 

Pecten Jacobeus, L. — Beaux ^hantillons, du cut^ de K^phalos. 
» variusy L. — De grande taille, ibid. 
» glaber, L. — Ibid. 
Ostrca lamelhsa, Brocchi. — Type et vari6t^ se confondant avec VO, ednlis, D'autres 6chan- 

tillons, au conlraire, 6pais, subdeltoides , conviendraient sans doute k VO, 
Cjrrnusi de la Corse, si cette esp^ce de Payraudeau devait dtre distingu^ de la 
lamelhsa, Un individu, exceptionnellement ^troit et allong^, rappelle beau- 
coup VO, crassissima du mioc^ne ou la Firginica vivante. 

GAST^ROPODBS. 

Denialium dentalis, L. c. 
Dischides bifissus, S. Wood. 
Calyptrasa Chinensis, L. 
Cylichna cylindracea, Penn. 
Trochus magus, L. c. 

* » articulatuSf Phil.*^ — Vari^t^? plus grande, plus forte; tours moins ronds; suture 

plus profonde; sillons spiraux plus fins et plus nombreux. 
» Laugieri, Payr. — Var. angusla, 
» exasperatus, Penn. 
» Adansoni, Payr. — Var. 

* » Spraiti, Forbes?— Var. plus petite, plus 6troite que le type; dernier tour plus 

arrondi, c. c. 
Clanculus Jussieui, Payr. 

» coralliniis, Gmel. 
Phasianella pulla, L. 
Rissoa parva, da Costa. 
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k^ermetus arenarius, L. 

Turntella tricarinata^ Brocc. —• Type et vari^t^s, c. 

* » tomato f Brocc. — Beaux ^hantillons du cdt6 de R^phalos. 

* » subangulata, Brocc. — Var., h. tours renfl6s vers la suture, comme dans la T. gra- 

data, Menk., du mioc^ne. 

* {ScaUiria retusa, Michelottl. — J'inscris ici cette belle espdce parmi les fossiles de Cos; 

roais elle n'a pas ^t^ recueillie par M. Gorceix. L'individu qui m*a ^t6 com- 
munique appartient k M. Munier-Chalmas, & qui il a M remis avec les Palu- 
dines de Ttle. Sa gangue paratt volcanique.) 

Natica millepunctata, L. — Co. 
» macilenta, Phil.? 

Chenopus pes pelecani, L. — C. c. et tr^-beau. 

* » pesgracuU, Bronn. — Avec le pr^Ment, mais moins commun. 

Cerithium vuigatum, Brug. —Type et vari6l6s, c. c. c. Avec de tr6s-beaux individus typiques, 

on trouve k Cos plusieurs belles vari^l^s de cette esp^e polymorphe, entre 
autres une vari^t^ se rapprochant beaucoup du C, varicosum, Brocc., mais 
plus fortement c6te]^, et une autre se rapprochant au contraire du C, rrena- 
turn, Brocc., par la finesse de son omementation. 
» mediterraneum, Desh. 
» scabrum, Olivi. — Tr.-gr. et tr.-c. 
Triton corrugatus, Lam.? (Fragment). 

Murex tnmculus, L. — On trouve k Cos, mais je ne sais si c'est exactement dans les ro^mes 

couches, le M, tninculus typique, a spire haute et ^pineuse, avec I'indication 
caract^ristique d'une l^g^re car^ne sur le dernier tour k la naissance du canal 
(V. Bellardi), et une vari^t^ qui s'en dloigne beaucoup, courte, ramass^, k 
cdtes longitudinales nombreuses et tr^-marqu6es, qui rappelle, sous certains 
6gards, le M. turonensis, Duj., des faluns de la Touraine. Cette vari^t^, qui 
se retrouve, ideutique ou k peu pr^s identique, k I'^tat fossile au Pir^, en 
Syrie, k Chypre (Gaudry), etc., est encore vivante et peut-^tre plus commune 
dans le Levant que dans la MMiterran^ occidentale. Michelotti a figure aussi 
un M. tmnculus fossile du Pitoont [Monogr, Murex, PL 111, fig, 6-7) qui 
ressemble k celui de Cos. 
A brandaris, L. — Typo et vari^t^s actuelles, avec i ou a rangs d'^pines au canal. 

* » id,? Var. — Un 6chantillon unique, remarquable, tout k fait interm^iaire entre le 

type trunculus et le type brandans. Coquille robuste, courte; 7-8 grosses 
cdtes tr^s^ontournies^ canal cQurt et oblique du trunculus; avec les deux 
rangs de tubercules et les c6tes continues d'un tour k Tautre du brandans. 
Parmi les brandaris ou pseudobrandaris du plioctoe qui ont ^t^ figur^, celui 
qui s*en rapproche le plus est celui que Michelotti a repr6sent6 dans sa Mon. 
Murex, PL III, fig, 8-9. 
» muricatus, Montagu {squamulalus, Brocc.). 

Fusus rostratiis, Olivi. 

Euthria cornea, L. 

Nassa reticulata, L. — Type et varidt^s nombreuses, entre autres une vari^l^ grande ct ^ 

spire proporlionnellement tr^s-^lev^e. C. c. 
)> incrassata, Miiiler. — Grande forme, c. c. 
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ISassa pusflUi, Phil.? 

» semistriata, Brocchi. — Vari6t6 entidrement couverte de sillons transversaux (an var. 
Castrocarensis et cingulata de Foresli?). C. 

» mutabilis, L. — Var. (an N, Bonellii, Sism.?). 
Cyclonassa ncritea, L. — C. c. c. k Pylli, typique. 
* Columbella scriptOy Bell.? (Fragment). 
Mitra ebenus, Lamk. — Vari6t6 a cdtes. 
Conus mediterraneusy Brug. — De taille ordinaire. 

Je ne trouve pas dans les fossiles de M. Gorceix trois espfeces men- 
tiojinees par Forbes : SiUquaria anguina, Phorus et Niso, 

Je n'y trouve pas un seul Petonclcj pas un seul Pleurotome^ pas une 
seule Cancellaire. 

En somme, je reconnais 33 espfeces d^termiDees de Bivalves et 4o de 
Gast^ropodes; total : 73, sur lesquels je compte, tout au plus, i4 ou 
i5 espfeces ou vari6tes eteintes, c'est-k-dire environ 17 ou 18 pour 100. 

D*apr^s ces donnees, peut-etre incompletes, il est vrai, la faune ma- 
rine de Cos, qui surmonte les couches k Paludines, serait pour moi, 
comme pour Forbes, dn pliocene superieuret recent, comparee k la faune 
classique du Pigment et de la Toscane, qui n'est peut-etre elle-meme 
deja que du pliocene moyen. Je ne trouve en effet a Cos : parmi les 
Gasteropodes, ni grands Pleurotomes^ ni grands Cones^ ni Ficula^ ni Cla/i- 
celUureSf ni Fasciolaires^ ni grands Fuseaux^ ni grandes Mitres^ ni Mar- 
gineUes^ ni Terebra^ etc. ; et parmi les Bivalves, ni le Pecten latissimus, 
ni le P . flaheWfomus J ni VArca dilum^ ni les Pema, ni les Hinnites^ ni la 
Dosinia orbicularis, ni la Lucina leonina^ ni la Venus umbonaria^ ni la V. 
plicata^ ni la Cytherea pedemontana, etc., c'est-k-dire aucune, pour ainsi 
dire, des espfeces caracteristiques du veritable pliocene. Meme en faisant 
la part de Teloignement et de la difference possible des stations, il serait 
assez surprenant que les recherches de M. Gorceix, qui ont porte sur 
une assez grande surface et sur trois ou quatre depots diff^rents, n'aient 
rencontre aucune de ces espfeces caracteristiques, si les couches etaient 
synchroniques. 

En Toscane, au contraire, M. Capellini (*) a montre que les < couches 
a Congeries > que les geologues aliemands mettent au-dessous des 



(')/>! formazione gessosa di CasteUina mariuima; 1874, p« 26, etc. 
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< couches a Paludines » etaieQt surmontees par ies couches marines de 
V ancien pliocene y dont on rencontre immediatement tes fossiles carae- 
teristiques : Triton apenninicum, Cancellaria limla, Columbella thiara^ 
Pleurotoma turricula, dimidiata, monilis. Area dilum, Pecten flabelU- 
formisj etc. 

De ces donnees comparees ne peut-on pas conclure que Ies couches 
a Paludines sont Vdquivalent d'eau douce de V ancien pliocene marin ; et 
que la mer pliocene, marchant de Touest a Test, a recouvert transgres- 
sivement el successivement, d'abord Ies couches a Congeries de Tlla- 
lie; ensuite, Ies couches a Paludines de la Grece et du Levant? 

La formation marine de Cos, eomme la formation d'eau douce, n*est 
qu'un fragment d*une grande^formation pliocene orientale, quiestma^n- 
tenant heureusement a I'etude et qu'il serait premature, pour moi, dc 
vouloir reconstituer avec le peu d'el^ments dont je dispose. Cependant 
on pent croire, sans trop s^avancer, que Ies lambeaux marins de Cos se 
rattachent intimement a ceux de la cote d'Asie et des iles voisines, a ceux 
de Rhodes qui en est si pres et de Chypre. Or, ce que je connais de la 
faune marine de ces iles me fait croire que ce pliocene du Levant a uq 
caractere particulier et plus recent que celui d^Italie. Dans le centre de 
Chypre, M. Gaudry a reconnu des couches pliocenes oil Ies deux tiers des 
fossiles ont encore leurs analogues vivants et Ies couches < quater- 
naires » de la Scala et de Larnaca, k Strombus coronalus [cette belle 
espece mio-pliocene qui semble s'etre partagee en deux branches, dont 
Tune vit encore sur Ies cotes occidentales de TAfrique (S. bubonius) et 
dont I'autre est allee mourir dans le Levant] ne sont peut-etre que du 
pliocene tres-recenl, comme celui de Monte-Pellegrino pres de Palermo, 
ou de Fauglia pres de Pise, qui ne renferment que 9 pour 100 d'es- 
peces eteintes (d'apresMM. de Monte-Rosato et Manzoni). A Rhodes, 
qu'il est impossible deseparerde Cos, on trouved'apres une collection de 
fossiles du Museum dont mon ami M, P. Fischer a bien voulu relever le 
Catalogue, une proportion de 18 ou 20 pour 100 seulement d'especes 
eteintes, fort analogue par consequent a la proportion que me donnent 
Ies fossiles de Cos, qui ne s'eloignera probablement pas beaucoup de la 
verite. — J'ai releve, dans TExpedition scientifique de Moree, la liste des 
fossiles pliocenes de la peninsule determines par Deshayes : la, sur 137 es- 
peces, je n'en trouve pas moins de 5o, et mSme davantage, qui seraient 
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des espfeces perdues : proportion tres-forle qui tendrait ^ faire ran- 
ger ces couches dansle pliocene ancien. — Mais dans ledep6t littoral de 
Galamaki, d'oii M. Gorceix a ^galement rapporte des fossiles, je trouve 
que toutes les especes sonl encore vivantes, sauf une ou deux vari^tes 
ct sauf une petite Corbicula que je crois nouvelle et que je signale ici en 
passant. Enfin, sur I'ilot de Hyali, explore par M. Gorceix, je ne vois 
dans les coquilles des couches emergees absolument que des especes 
actuelles. II y a done, en Grece et dans I'Archipel, des depots marins 
pliocenes et post-pliocenes fort varies; mais, pour m'en (enir a ceux de 
Cos et de Rhodes, je les considbre comme du pliocene superieur. 

L'etude des lambeaux tertiaires de Tile de Cos et des fossiles qu'ils 
contiennenl touche neeessairement, comme on le voit, ^ des questions 
generales de Geologic et de Paleontologie europeennes; et, pour en 
saisir Tinteret, il faut se retracer en esprit le cadre general dans lequel 
cette etude locale doit prendre place. 11 faut se rappeler qu*a la fm des 
temps miocenes il y a eu, en Europe, un lent et vaste mouvement 
de soulbvement qui parait avoir eu son centre entre les Alpes, la Crete 
et le Caucase, et qui a eu pour effet de faire plonger les terres de Touest 
sous rOcean, d*expulser, au contraire, des regions centrales la mer 
miocene qui les coupait au nord des Alpes et des Balkans, et de mettre 
a nu de vastes surfaces dans le bassin de la Mediterranee. 

C'est pendant cette p^riode, tres-longue sans doute, d'exhaussement 
continental, que se sont developpees successivement, d'abord, la riche 
faune des couches a Congeries et a Valenciennesia ; ensuite, la faune non 
moins riche des couches a PaluJines, a Unios et k Melanopsides, qui 
ont toutes deux leur centre dans la region du Danube, et qui s'etendent 
depuis la vallee du Rhone et de la Sadneal'ouest (*) jusqu'a TArchipel 
grec et jusqu'h I'Asie Mineure vers le Levant. 

Ces belles faunes consecutives supposent un systbme continental 
trfes-different de ce qu'il etait au temps de la mer miocene et de 



(') II est k remarquer qu'on n'a pas cncoro signal^ de Congeries ni de grandes Paludines 
fossiles en Espagne ni on Alg6rie, et que, dans cette m6me province malacologique, il n*y a 
pas non plus de Congeries ni de grandes Paludines vivantes authentiquement constat^es. 

Ann, de Vtc, Normalc, a* Serie. Tome V. - DtcsHBRE 1876. 60 
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ce qu'il a ete depuis. Elles supposent beaucoup d*eaux et meme de 
grandes eaux» de vastes bassins hydrographiques, comme ceux de 
rAmerique du Nord ou de TAsie orientale, avec la faune desquels 
seuls elles sont comparables par les Unios et par les Paludines. 

Comme Tensemble de cette double faune n'a en effet rien de com- 
mun, ainsi que je I'ai deja fait remarquer ailleurs, avec la faune Afri- 
caine» comme ses elements sont tous ou Europeens, ou Asiatiques, 
ou Nord-Americains, il faut en conclure qu'il y avait des lors, pour les 
Mollusques du moins, a la hauteur k pcu pres du Sahara actuel, une 
sorte d'equateur zoologique qui separait deja, comme aujourd'hui, les 
deux faunes, ef qu'au nord de cet equateur s'etendait une immense 
province geographique et zoologique, reliant peut-etre I'Europe, TA- 
merique et TAsie dans un meme systfeme naturel; vaste systeme qui, 
lui-meme, a pris fin par de nouvelles revolutions geologiques et de 
nouveaux affaissements dans la region atlantique, dans la region me- 
diterraneenne et dans Tocean Pacifique. 

C'est alors aussi que les faunes dont nous parlous ont pris fin, ou 
du moins qu'elles se sont rompues, comme les terres qui les portaient. 
Les beaux types d'Unios danubiennes ne se retrouvent plus que dans 
les eaux de TAmerique du Nord ou dans celles de la Chine. Les grandes 
Congeries avaient deja disparu; les belles especes de Paludines care- 
nces ou tuberculeuses ou cotelees les ont suivies, ou a peu pres. 
L*Europen'a garde deces magnitiquesiaunesquesesMelanopsides,une 
Dreyssene bien modeste, quelques Unios et deux Paludines vulgaires. 

La fin de ces faunes se conQoit encore assez bien; mais leur com- 
mencement, leur developpement, leur evolution si rapide! comment 
les expliquer? Developpements sur place et en sens divers des types 
indigenes preexislanls; isolement des centres anciens; ou bien immi- 
grations, importations de types des centres eloignes ; hybridations peut- 
etre; influences locales des milieux diflerents et changeants; toutes ces 
causes sans doute ont agi et d'une fagon complexe dans la constitu- 
tion des faunes, mais dans quelles mesures? Et tout cela ne suflit pas 
encore. Plus profondement que ces causes exterieures, il y a evidem- 
ment une cause interne, inaccessible peut-etre, qui a produit ce mou- 
vement, cette marche generale des formes organiques dansun certain 
sens, qui I'a precipite et qui Ta arrele! C'est le probleme de la Vie, ap- 
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plique a Vespece meme ou aux unites zoologiques plus elevees*que nous 
appelons genres on families; unites qui ont toutes leur liistoire; qui 
naissent, grandissent et meurent; qui vivent, en unmot, d*une vie aussi 
certaine, aussi manifesto que la vie de Vindis^idu, aussi mysterieuse et 
ussi inexplicable qu'elle. 



EXPLICATION DES PUNCHES. 



PLANCHE 111. 

Fig. I . — Paludina (Fivipara) Brusinaiy Neumayr? Type de Cos, jeune et adulte. 

Fig. i". — n var. brevis. 

Fig. I*. — » var. angusta. 

Fig. 2. — » var. carinata. Forme do transition a l\ Forbesi. 

Fig. 3. — Paludina Forbesi, Tournoiier. Type. 

Fig. 3".— » varidt^. 

Fig. 4. — Paludina Munieri, Tournoiier. 

Fig. 5. — Paludina Gorceixi, Tournoiier. 'Type. 

Fig. 5'.— » vari6t6. 

Fig. 6. — Paludina Coa, Tournoiier. Simple vari6t6 de P. Gorceixi? 

Fig. 6* et 6*. — » vari4t68. 

Fig. 7. — Paludina trochlearis, Tournoiier. 

PLANCHE IV. 

Fig. I. — Umncea Coa, Tournoiier. 

Fig. 2. — Pyrgula? Brusinai, Tournoiier. 

Fig. 3. — Mclania tuberculata, Muller. 

Fig. 4 et 4". — Melanopsis Sporadum, Tournoiier. 

Fig. 5. — Melanopsis Gorceixi, Tournoiier. Type. 

Fig. 5". — » var. plicata. 

Fig. 6, 6*, 6*, 6'. — Melanopsis Proteus, Tournouer. 

Fig. 7 et 7**. — Melanopsis Mgasa, Tournoiier. Type et vari^t<^. 

Fig. 8. — Melanopsis costata, F6russac. 

Fig. 9. — Melanopsis cariosa, Linn^. 

Fig. 10. •— Melanopsis Delessei, Tournouer. Type, jeune et adulte. 

Fig. 10", 10*. — » vari6t^s. 

Fig. II. — Melanopsis, sp.? 

Fig. 12, 12**. — Neritina abnormis, Jenkins? var. a. 

Fig. 1 3. — n var. b. De grand, nat. el grossie. 
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ERRATA. 



TOME IV (1875). 

Page 149, ligne 7, au lieu de soil representee par la formule, etc., tire soit representee par 
zdu^ z etant donne par la formule, etc. 



Px }x ^x ?x 



Page 149, ligne 8, formule (2), au lieu de e * — e, * , lire au denoimnateur e* -i-e * . 
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